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RESUMO

O presente estudo consiste em analisar a dindmica do escoamento magnetohidrodinamico de
fluidos newtonianos condutores elétricos no interior de um canal de placas planas paralelas
submetido a um campo magnético externo uniforme, em que a formulacdo matematica dos
modelos é dada em termos de funcéo corrente, obtida a partir das Equacdes de Navier-Stokes e
da Equacdo da Energia. As suposic¢des adotadas sdo de regime permanente, escoamento laminar
e incompressivel e propriedades fisicas constantes. Admite-se também que o campo magnético
externo, aplicado na direcdo normal ao escoamento, permanece uniforme, ndo sendo, dessa
forma, influenciado por nenhum efeito magnético interno. Para a solucdo das equacdes
governantes do problema fisico, a Técnica da Transformada Integral Generalizada (GITT) é
aplicada a este sistema de equacdes diferenciais parciais e uma solucdo hibrida (numérico-
analitica), a qual é computacionalemente implementada utilizando-se a linguagem de
programacéo cientifica FORTRAN 90. Com o objetivo de ilustrar a consisténcia da técnica da
transformacéo integral, analises de convergéncia sdo efetuadas e apresentadas. Resultados para
os campos de velocidade e de temperatura, bem como potenciais correlatos sdo gerados e
comparados com os da literatura em funcdo dos principais parametros de governo. Uma anéalise
aprofundada sobre a sensibilidade paramétrica dos principais parametros adimensionais, tais
como numero de Reynolds, nUmero de Hartmann, nimero de Eckert, parametro elétrico e

namero de Prandtl, para algumas situacdes tipicas é realizada.

Palavras-chave: Técnica da Transformada Integral Generalizada (GITT), Equacgdes de Navier-
Stokes, Magnetohidrodindmica (MHD), Transferéncia de Calor, Canais de Placas Paralelas.
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ABSTRACT

The present study is to analyze the dynamics of the magnetohydrodynamic flow of electrical
conductors newtonian fluids within a parallel flat plate channel subjected to a uniform external
magnetic field, wherein the mathematical formulation of the model is given in terms of stream-
function, obtained from the Navier-Stokes equations and the Energy Equation. The adopted
assumptions are steady state, laminar and incompressible flow and constant physical properties.
It is also admitted that the external magnetic field applied in the normal direction of flow
remains uniform, not being thus influenced by any internal magnetic effect. For the solution of
the governing equations, the Generalized Integral Transform Technique (GITT) is applied to
this system of partial differential equations and a hybrid solution (numerical and analytical),
which is computationally implemented using the programming scientific language FORTRAN
90. In order to illustrate the consistency of the integral transformation, convergence analysis is
performed and presented. Results for velocity and temperature fields as well as potential
correlates are generated and compared with the literature on the basis of the main parameters
of government. An in-depth analysis of parametric sensitivity of the main dimensionless
parameters such as the Reynolds number, Hartmann number, Eckert number, electric parameter

and Prandtl number for some typical situations is performed.

Keywords: Generalized Integral Transform Technique (GITT), Navier-Stokes Equations,
Magnetohydrodynamics (MHD), Heat Transfer, Parallel Plates Channels.
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CAPITULO |

1 INTRODUCAO
1.1 MOTIVACAO

Frequentemente, na industria, 0s campos magnéticos sdo aplicados para aquecer,
bombear, agitar e levitar metais liquidos, uma vez que os mesmos influenciam muitos
escoamentos naturais e artificiais. Por outro lado, tem-se conhecimento da existéncia do campo
magnético terrestre, mantido pelo movimento do fluido no ndcleo da terra, do campo magnético
solar, o qual gera manchas e chamas solares, bem como do campo magnético galactico, que é
atribuido a formagdo de estrelas a partir de nuvens solares. Nesse contexto, a ciéncia
responsavel por estudar estes escoamentos é denominada magnetohidrodindmica (MHD), a
qual esta voltada para a interacdo mutua entre 0s campos magnéticos e o escoamento de fluidos,
que devem ser eletricamente condutores e ndo-magnéticos, limitando-se a metais liquidos,
gases quentes ionizados (plasmas) e eletrélitos fortes (HIDE e ROBERTS, 1962).

A MHD foi originalmente aplicada a problemas astrofisicos e geofisicos, onde ainda é
muito importante. Mais recentemente é empregada para o problema da energia de fusdo, em
que a aplicacdo € a criacdo e contencdo de plasmas quentes por forcas eletromagnéticas, uma
vez que as paredes de material seriam destruidas pelo contato. Os problemas astrofisicos
incluem a estrutura solar, especialmente nas camadas mais externas, o vento solar banhando a
Terra e outros planetas, e 0s campos magnéticos interestelares. O principal problema geofisico
€ 0 magnetismo planetario, o qual é produzido por correntes nas profundezas do planeta
(COWLING, 1957).

Importantes aplicagdes industriais atuais sob as mais variadas formas e situagdes
baseiam-se no fenbmeno do escoamento (laminar ou turbulento) e a transferéncia de calor
envolvendo fluidos condutores elétricos (ndo magnéticos) submetidos a campos magnéticos
externos (MHD), como por exemplo, no desenvolvimento de bombas e geradores
magnetohidrodinamicos, no resfriamento de reatores nucleares, e mais fortemente nas
industrias de aluminio (células de reducdo de aluminio) e siderdrgicas. Estudos sobre a
magnetohidrodindmica aplicada & engenharia, iniciados no comeco do século XX, foram
retomados nos anos 60, tendo ganhado, atualmente, forte atencdo devido principalmente as
necessidades energéticas e ambientais, tornando-se, consequentemente, o objeto de muitas
investigacOes cientificas (SHERCLIFF, 1965; DAVIDSON, 2001; SUTTON e SHERMAN,
2006).



O estudo realizado no presente trabalho é direcionado a determinagdo do campo de
velocidade e do campo de temperatura no interior de um canal formado por placas planas e
paralelas (desenvolvimento hidrodindmico e térmico), considerando o escoamento laminar, de
um fluido condutor elétrico sob a influéncia de um campo magnético transversal constante.

Destaca-se que em trabalhos anteriores, foram desenvolvidos os modelos hidrodindmico
e térmico para a regido de entrada com uma formulacdo de camada limite neste mesmo
problema, ndo sendo desenvolvidas e resolvidas as equacGes de Navier-Stokes e de Energia

simultaneamente, o que é justamente o foco deste trabalho.

1.2 JUSTIFICATIVA

Embora a MHD baseie-se nas equacgdes da hidrodinamica classica e eletromagnetismo,
poucas investigacfes mais dedicadas tinham sido realizadas neste campo até a década de 60.
Isto porque o pardmetro que mede a forca de acoplamento entre 0 campo magnético e o
escoamento de fluidos, o chamado numero de Reynolds magnético é muito pequeno para
valores mais praticos de L, U e ou, de onde resulta que fendmenos hidromagnéticos ndo podem
ser facilmente produzidos em laboratério. Por outro lado, devido a grande escala de
comprimento associada com fenémenos c6smicos, mesmo os fluidos com propriedades ligadas
a condutividade mais fracas que se deslocam muito lentamente estdo fortemente acoplados a
qualgquer campo magnético presente (HIDE e ROBERTS, 1962).

Ao mesmo tempo, o desenvolvimento do uso e aplicacdo de métodos numéricos na
solucdo de modelos de escoamento dos mais diversos campos das ciéncias, tem ganhado cada
vez mais espago na comunidade cientifica e tecnoldgica. Recentemente, os métodos de volumes
finitos e elementos finitos compdem a base das metodologias numéricas aplicadas nos nucleos
de calculo dos “softwares” atuais encontrados nas areas de dindmica dos fluidos computacional
e de anélise estrutural computacional (REGO, 2010).

Em contrapartida, a necessidade do desenvolvimento e aplicacdo de metodologias
matematicas que conservem uma natureza mais analitica possivel na obtencdo da solucéo de
modelos dos mais variados campos da ciéncia se mantém como meta cientifica. Em meio as
metodologias que satisfazem tal condicdo, pelo menos parcialmente, apresenta-se a Técnica da
Transformada Integral Generalizada (do inglés Generalized Integral Transform Technique
GITT), a qual € uma metodologia hibrida, numérico-analitica, que vem sendo desenvolvida de
forma paralela aos métodos puramente numéricos, e que mantém, na sua aplicacéo, todas as

caracteristicas de uma solucéo analitica, como o método de separacao de variaveis, associada,



por outro lado, & capacidade de solucdo de problemas complexos dos métodos puramente
numericos para a resolucdo de sistemas de equac@es diferenciais ordinarias (EDOs).

Neste contexto, levando em conta a natureza hibrida da GITT e sua garantia de controle
de erro local e global, destaca-se como contribuicdo do presente trabalho a aplicacdo de tal
metodologia na solucdo dos modelos matematicos elipticos em termos de campo de funcéo
corrente e de temperatura de forma simultanea que regem tal escoamento em estado
estacionario, bidimensional, de um liquido viscoso, homogéneo e incompressivel com valores
finitos de propriedades fisicas, obtidos a partir das equacbes de Navier-Stokes, das leis do
Eletromagnetismo e do balango de energia, em funcdo da capacidade da técnica na solugdo de
problemas complexos a partir dos resultados apresentados em diversos outros trabalhos,
reafirmando a aplicacdo da metodologia como uma ferramenta apropriada para fins de

verificacdo numérica (“benchmarking”) neste campo de pesquisa.

1.3 OBJETIVOS
1.3.1 Objetivo Geral

O objetivo geral deste estudo consiste em analisar, através da aplicacdo da Técnica da
Transformada Integral Generalizada (GITT), a dinamica do escoamento magnetohidrodinamico
com transferéncia de calor em fluidos newtonianos condutores elétricos submetidos a campos

magnéticos transversais constantes no interior de um canal de placas planas e paralelas.
1.3.2 Objetivos Especificos

Partindo-se da discussdo levantada neste capitulo sdo definidos os seguintes objetivos

especificos:

— Desenvolver um modelo matematico para o escoamento magnetohidrodinamico
fundamentado nas Equacdes de Navier-Stokes e na Equacgédo de Energia;

— Aplicar a GITT na solucdo do modelo de equacdes diferenciais parciais obtido;

— Estudar o escoamento MHD em canais de placas paralelas;

— Examinar a influéncia do campo magnético no processo de transferéncia de calor e
guantidade de movimento no interior de canais de placas paralelas em regime
permanente;

— Implementar um programa computacional capaz de solucionar as equagdes

diferenciais obtidas no modelo a partir do uso dessa metodologia;



— Desenvolver uma avaliacdo referente a influéncia dos principais parametros
considerados no modelo (sensibilidade paramétrica);
— Contribuir com a metodologia da GITT, estendendo sua aplicacdo nessa classe de

problemas que envolvam eletromagnetismo.

1.4 SINTESE DO TRABALHO

O presente capitulo apresenta a motivacdo, a justificativa e os objetivos gerais e
especificos deste trabalho.

A seguir, no Capitulo 2, é realizada uma breve descricdo dos fundamentos do
escoamento de fluidos condutores elétricos (ndo magnéticos) submetidos a campos magnéticos.
Nesse capitulo, sdo mostradas as equacgdes bésicas da eletrodindmica, os seus parametros
caracteristicos e a forma de interacdo entre 0os campos magnéticos, de escoamento e de
temperatura. Em seguida é realizada uma revisdo bibliografica acerca dos trabalhos numéricos
e experimentais desenvolvidos anteriormente sobre o estudo da magnetohidrodindmica em
dutos. No final do capitulo, é mostrado ainda o estado da arte de aplicacdo da técnica da
transformada integral generalizada a problemas de mecanica dos fluidos e transferéncia de
calor.

No Capitulo 3 é desenvolvida a formulacdo matemaética do problema, ilustrando-se a
geometria estudada e as condi¢des de contorno associadas ao fendmeno fisico analisado. O
problema é mostrado nas suas formas dimensional e adimensional, e as variaveis adimensionais
empregados sdo definidas. As definicdes dos principais parametros correspondentes aos
campos de velocidade e de temperatura sdo também estabelecidas neste capitulo.

No Capitulo 4 a metodologia de solucdo empregada nas equagfes de governo do
problema é descrita completamente. O uso da formulagdo em funcéo corrente, 0 emprego do
processo de “filtragem” numérica dos campos de funcdo corrente e temperatura, o
estabelecimento dos problemas de autovalores associados, o desenvolvimento do processo
analitico de transformacdo integral das equagdes de governo e a recuperacdo dos potenciais
originais sdo detalhadamente descritos nesse capitulo.

No Capitulo 5 sdo mostrados, na forma de graficos e tabelas, os resultados obtidos no
presente trabalho com aplicacdo da GITT. Anélises de convergéncia, verificagdo numérica dos
principais campos do escoamento e uma completa discussdo de tais resultados sdo realizadas
neste capitulo. A analise da sensibilidade paramétrica do modelo é realizada a fim de avaliar a

influéncia dos principais parametros sobre os campos de velocidade e de temperatura.



Finalmente, no Capitulo 6, sdo tracadas as conclusdes obtidas com o desenvolvimento
do presente trabalho e as principais sugestdes de continuidade para trabalhos futuros sé&o
apresentadas.

As referéncias bibliograficas empregadas como base e para comparacao dos resultados

alcancados com o presente trabalho s&o listadas no final da dissertagéo.



CAPITULO I

2 REVISAO DA LITERATURA
2.1 DESENVOLVIMENTO HISTORICO DA MAGNETOHIDRODINAMICA

A compreensdo acerca dos fendmenos basicos envolvidos na magnetohidrodinamica é
possivel por meio de uma passagem concisa pelo historico do desenvolvimento da MHD.

Faraday (1832) e os pesquisadores de sua época tinham conhecimento de que o material
solido ou liquido eletricamente condutor em movimento num campo magnético sofre a acédo de
uma forca eletromotriz. Alternativamente, as correntes podem ser induzidas pela mudanca do
campo magnético com o tempo.

No fenbmeno da MHD existe, essencialmente, a interacdo mdtua entre o campo de
velocidade do fluido e o campo eletromagnético, de modo que:

()] O movimento do fluido afeta 0 campo magnético;

(I O campo magnético afeta 0 movimento do fluido.

A denominacdo MHD surgiu como tentativa de indicar essa relacdo entre os dois
campos da fisica e outros nomes, como hidromagnetismo, podem ser usados, embora nédo
tenham ganhado muito destaque (SILVA, 2011).

Uma outra particularidade interessante da MHD ¢ a capacidade da forca eletromagnética
ser as vezes pseudo-viscosa e dissipativa, e outras vezes pseudo-elastica e conservativa, de uma
maneira que dependa de alguma expressdo adimensional do grau de condutividade (SILVA,
2011).

Os efeitos (1) e (1) eram conhecidos por Faraday (1832) e seus contemporaneos
(DAVY, 1821; RITCHIE, 1832) e de fato, a MHD, como uma aplica¢do de baixos recursos
tecnoldgicos, foi desenvolvida no final do século XIX, e em esséncia é inteiramente pré-
Maxweliana. No entanto, em geral, a MHD é considerada como um assunto muito moderno.

Os pioneiros da eletricidade na década de 1830 (FARADAY, 1832; DAVY, 1821;
RITCHIE, 1832) sugeriram que a MHD poderia explicar alguns fendmenos naturais. Faraday
(1832) imaginava que o movimento do mar poderia explicar as variagdes observadas no campo
magnético da terra, uma ideia que recentemente ganhou destaque entre os geofisicos. Ritchie
(1832) especulou que o movimento dos oceanos poderia ter origem na forca eletromagnética
do campo terrestre. Por outro lado se desconhecia a origem das correntes elétricas. Mas, a
aplicacdo destas ideias para explicar os fendmenos naturais perdurou durante todo o resto do

século. O assunto ndo progrediu muito nos laboratorios, principalmente porque os mais 6bvios



experimentos eram feitos com fluidos, como mercurio ou eletrolitos, que ndo sdo bons
condutores de eletricidade. No entanto, varios artefatos pequenos foram desenvolvidos com 0s
principios da MHD. Um exemplo é o megnetdmetro de Leduc (1887).

Ritchie (1832) fez um experimento para bombear dgua eletromagneticamente, mas até
0 século XX esse dispositivo 6bvio da MHD, a bomba eletromagnética, ndo se desenvolveu de
forma concreta.

Enquanto isso engenheiros trabalhando isoladamente levaram o assunto a avancar um
pouco mais. A primeira proposta para o inverso da bomba eletromagnética, o gerador MHD
usando gés ionizado como armadura, parece ter sido proposto por Petersen (1919).

Embora as leis do magnetismo e do escoamento de fluidos tenham sido desenvolvidas
por volta do século XI1X, o interesse inicial nos fendmenos da MHD existe a partir do final deste
século. A razao de tal “atraso” era, provavelmente, que existia pouco incentivo para as
possibilidades oferecidas pela magnetohidrodindmica. Assim, enquanto poucos experimentos
isolados eram realizados por fisicos, como Faraday, o assunto permaneceu inexplorado até a
virada daquele século (SALAH, 1999).

Este cenario comecou a ser modificado quando os astrofisicos perceberam o quéo
onipresentes sdo 0s campos magnéticos e plasmas por todo o universo e bem como muitas
outras ciéncias aplicadas, as investigacdes sobre a MHD sofreram os efeitos positivos do boom
do pos-guerra na tecnologia, resultando no surgimento de novas aplicacBes industriais e
cientificas. No inicio da década de 30, os trabalhos de Cowling (1934) e Ferraro (1937) podem
ser considerados como pioneiros uma vez que estabeleceram a teoria formal de MHD em uma
escala astrofisica. Assim, nesta década a magnetohidrodinamica obteve um interesse maior no
campo da astrofisica e deste modo, comecou a se tornar um assunto desenvolvido (SALAH,
1999).

No final da década de 30 e inicio da década de 40 os trabalhos de Hartmann (1937) e
Alfveén (1942) desenvolveram pesquisas cujas contribui¢fes sdo associadas com as duas Unicas
caracteristicas fisicas da MHD: a camada de Hartmann - um campo magnético constante
orientado perpendicularmente a uma camada limite pode transformar completamente a natureza
da mesma, mudando inclusive a sua espessura caracteristica; e as ondas de Alfven - uma linha
de campo magnético pode transmitir ondas inerciais transversais (SALAH, 1999; DAVIDSON,
2001).

Deste modo, a publicacdo de Alfvén (1942) marcou o surgimento da MHD em pleno
direito e a partir de entdo, a denominagao “magnetohidrodinamica” em si foi introduzido pelo

mesmo neste trabalho. Em consequéncia disto, os ultimos efeitos da MHD foram finalmente



compreendidos: “Se um fluido condutor se move em um campo magnético, as correntes
induzidas tenderdo, em algum sentido, em inibir o movimento relativo do fluido e o campo de
velocidade do fluido modifica por sua vez o campo magnético” (SILVA, 2011).

Paralelamente, estudos desenvolvidos por geofisicos comecaram a dar indicios de que
0 campo magnético da terra era gerado pela acdo de dinamo do metal liquido de seu ndcleo,
uma hipotese inicialmente defendida por Larmor (1919) no contexto do campo magnético do
sol.

Por outro lado, os pesquisadores da fisica de plasma desenvolveram seu interesse em
magnetohidrodinamica a partir da década de 1950 buscando a fusdo termonuclear controlada,
especificamente a estabilidade de plasmas confinados por campos magnéticos, resultando em
grandes avancos na teoria da estabilidade (REGO, 2010).

Depois de 1950, o assunto desenvolveu-se rapidamente, e logo tornou-se bem
estabelecido como um campo de esforco cientifico de grande importancia em varios contextos,
tais como: geomagnetismo e magnetismo planetério, astrofisica, fisica de fusdo nuclear
(plasma) e tecnologia de metais liquidos (MOLOKOV, 2007).

O desenvolvimento da magnetohidrodindmica na engenharia sé aconteceu efetivamente
a partir da década de 1960, por mais que o engenheiro Hartmann ja tivesse desenvolvido alguns
trabalhos pioneiros na area antes disso. Em 1918, Hartmann inventou a bomba eletromagnética
e em 1937, ele empenhou-se em uma sistematica investigacdo teorica e experimental do
escoamento de mercurio sob um campo magnético homogéneo. Por isso, Hartmann €
considerado 0 pai da magnetohidrodindmica de metal liquido, sendo o termo “escoamento de
Hartmann” usado para descrever escoamentos em dutos na presenca de um campo magnético.
Esse lento progresso ocorreu em funcdo, principalmente, da baixa condutividade elétrica dos
fluidos comumente empregados na engenharia, como o mercrio e alguns eletrélitos (REGO,
2010).
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Figura 2.1 Esquema (a) de uma bomba eletromagnética e (b) do confinamento magnético de plasma. Fonte:
Adaptado de Régo (2009).

Duas inovacdes tecnoldgicas baseadas nos fundamentos de MHD estabeleceram novos
ramos de aplicacdo dentro da engenharia: os reatores de alimentacdo/producdo répida, os quais
utilizam sodio liquido como fluido refrigerante e necessita ser bombeado (bombas
eletromagnéticas - Figura 2.1 a) e a fusdo termonuclear controlada, que requer que um plasma
guente seja mantido distante das superficies do reator por forcas eletromagnéticas (Figura 2.1
b) (REGO, 2010).

Vinte anos depois, campos magnéticos eram comumente aplicados para aquecer,
bombear, agitar (Figura 2.2 a), amortecer o movimento (Figura 2.2 b) e levitar (Figura 2.2 c)
metais liquidos em inddstrias metalUrgicas de todo o mundo, destacando o surgimento de mais
uma area de interesse em MHD (REGO, 2010).
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Figura 2.2 Esquema (a) de agitagdo magnética de um lingote, (b) do amortecimento magnético de movimento
durante fundicéo e (c) de uma valvula eletromagnética. Fonte: Adaptado de Davidson (2001).

O emprego da magnetohidrodindmica no processo de eletrdlise também é bastante
importante, especialmente na reducao eletrolitica de 6xido de aluminio em aluminio. As células
eletroliticas consistem de camadas largas e rasas de criolita (eletrélito), que fica no topo, e
aluminio liquido, em que uma corrente elétrica elevada (aproximadamente 200 kA) passa
através das duas camadas de cima para baixo, reduzindo continuamente o 6xido de metal. Esse
processo € energeticamente intensivo, principalmente por causa da elevada resisténcia elétrica
do eletrélito e junto a isso, sabe-se que campos magnéticos dispersos podem desestabilizar a
interface entre o eletrdlito e o aluminio, através de ondas de gravidade interfaciais, as quais
absorvem energia do campo magnético convertendo-a em energia cinética (Figura 2.3). Com o
objetivo de evitar estas inconstancias, a camada de criolita deve ser mantida em uma espessura

a partir de algum valor critico, aumentando, no entanto, o consumo energético (REGO, 2010).
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Catodo

Figura 2.3 Instabilidade em uma célula de redugdo de aluminio. Fonte: Adaptado de Davidson (2001).

Outras aplicacdes na engenharia e na metalurgia que podem ser destacadas sdo a
fundicdo eletromagnética de aluminio, a reformulacdo de super ligas baseadas em titanio e
niquel, a remocdo eletromagnética de inclusbes ndo-metalicas de metal fundido,
propelidores/lancadores eletromagnéticos e o chamado processo de fundicéo a frio por inducao
em cadinhos (vitrificacdo de lixo nuclear altamente ativo) (REGO, 2010).

Como € possivel observar, a magnetohidrodindmica tem se estabelecido de forma
substancial e importante na engenharia, particularmente na &rea de processamento de materiais,
surgindo como uma ferramenta excepcional de exercicio de um maior controle na fundicéo e
nos processos de refinamento de metais. Todas estas aplicacdes s6 sdo possiveis, pois a forca
de Lorentz proporciona um meio néo intrusivo de conter o escoamento de metais. Deste modo,
em um panorama de crescente pressdo comercial em se obter materiais mais baratos, melhores,
mais consistentes e mais sustentaveis, essas aplicacdes apresentam importante destaquem na
industria (REGO, 2010).

2.2 FUNDAMENTACAO TEORICA DE MHD

2.2.1 Conceitos Basicos

As leis de Faraday e Ampere, bem como a forga de Lorentz experimentada por um corpo
condutor de corrente elétrica, provocam a interagdo mdtua de um campo magnético, B , e um
campo de velocidade, U . Tal interacdo divide-se, de maneira simplificada, em trés acOes
(REGO, 2010):
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a) Uma forca eletromotriz (FEM) da ordem de ‘Uxé‘ é gerada pelo

movimento relativo de um fluido condutor e um campo magnético conforme
é indicado pela lei da inducdo Faraday. Via de regra, correntes elétricas sdo

geradas ou induzidas e a densidade decorrente, J € da ordem de J(U x |§)

sendo 0, a condutividade elétrica.

b) De acordo com a lei de Ampére as correntes induzidas devem também
gerar ou induzir um segundo campo magnético e esse campo deve ser
“somado” a0 campo magnético original, resultando que o fluido parece
“arrastar” as linhas de campo magnéticas.

c) O campo magnético combinado interage com a densidade de corrente
induzida, J gerando ou induzindo uma forga por unidade de volume, a forca
de Lorentz, J < B . Essa forca age sobre o condutor e, geralmente, é dirigida

de maneira a inibir o movimento relativo entre o campo magnético e o fluido.

Os efeitos (b) e (c) tm consequéncias parecidas, isto é, em ambos 0s casos, 0
movimento relativo entre o fluido e o campo magnético tende a ser reduzido. Fluidos podem
“arrastar” linhas de campo magnético (efeito b) e campos magnéticos podem “segurar” fluidos
condutores (efeito ¢). Este “congelamento” parcial do meio ¢ do campo magnético é o ponto
principal da magnetohidrodinamica (REGO, 2010).

Tais implicacbes sdo, talvez, mais familiares no contexto da eletrodindmica
convencional. Tome como exemplo um fio circular sendo puxado através de um campo

magnético (Figura 2.4). Assim que o fio é deslocado para a direita, uma FEM da ordem de
‘U x I§‘é gerada, fazendo com que uma corrente elétrica circule no fio como mostrado (efeito

a) (REGO, 2010).

([t (3=

Figura 2.4 Interagdo entre um campo magnético e um fio circular em movimento. Fonte: Adaptado de Davidson
(2001).
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O campo magnético associado com a corrente induzida perturba o campo magnético
original, e o resultado liquido é que as linhas de campo magnéticas parecem ser “arrastadas”
pelo fio (efeito b). A corrente induzida também faz surgir a forca de Lorentz, 3 < B, a qual age
no fio na direcdo oposta ao do movimento (efeito c). Assim, é necessario fornecer uma forca
para movimentar o fio (REGO, 2010).

O efeito (b) pode ser compreendido iniciando-se pela percepcdo de que o campo
magnético imposto devera ser influenciado (REGO, 2010):

(1) pela velocidade tipica do fluido;

(2) pela condutividade elétrica do fluido e, de maneira ndo téo explicita;

(3) por uma escala caracteristica de comprimento, £, do movimento.

Se o fluido ndo é condutor ou a sua velocidade é desprezivel, ndo existird campo
magnético induzido significante. Em contrapartida, se 0 ou U sdo grandes, entdo o campo
magnético induzido pode alterar o campo magnético imposto (ver Figura 2.4) (REGO, 2010).

De acordo com o que foi dito anteriormente, a FEM gerada pelo movimento relativo

entre 0 campo magnético imposto e 0 meio é da ordem de ‘U X E‘, de maneira que, pela lei de
Ohm, a densidade de corrente induzida é da ordem de O-(U < é). Entretanto, uma densidade

de corrente modesta espalhada sobre uma &area grande pode produzir um campo magnético
elevado, enquanto que a mesma densidade de corrente espalhada sobre uma area pequena induz
apenas um campo magnético fraco (REGO, 2010).

Deste modo, o produto o ¢ é que determina a razdo do campo magnético induzido para
0 campo magnetico aplicado. No limite em que U ¢ — oo (tipico dos condutores ideais), 0s
campos magnéticos, induzido e imposto, sdo de mesma ordem de grandeza e nesse caso, 0
campo magnético combinado se comporta como se estivesse “preso” ao fluido. Por outro lado,
quando ~U ¢ — 0, 0 campo magnético imposto permanece relativamente inalterado (REGO,
2010).

Em funcdo da alta condutividade dos plasmas e a grande escala de comprimento
envolvida no fendmeno, a astrofisica se situa mais proxima do primeiro caso. J4& a MHD de
metal liquido se situa no segundo limite, de forma que o campo de velocidade ndo perturba
significativamente o campo magnético imposto. Apesar desse fato, o efeito (c) ainda é forte em
metais liquidos, de maneira que um campo magnético imposto altera substancialmente o campo
de velocidade (REGO, 2010).



14

Levando em conta a permeabilidade do espago livre, um, a difusividade magnética, A _

a condutividade elétrica, o, a massa especifica do meio, p, e uma escala de comprimento
caracteristica, ¢, podem ser determinados trés parametros principais da magnetohidrodinamica
(REGO, 2010).

U/
Re, = u,0Ul = = NUmero de Reynolds Magnético (2.1)
B . X
V, =—— Velocidade de Alfven (2.2)
Py,
oB?) . -
T= 7 Tempo de Amortecimento Magnético (2.3)

O ndmero de Reynolds magnético é a medida adimensional da condutividade elétrica, e

juntamente como, sdo os fatores importantes no estudo da MHD. Logo, quando Ren é elevado,
as linhas de campo magnéticas agem como cordas elasticas “agarradas” ao meio, implicando
em duas consequéncias:
(@) o fluxo magnético através de uma curva material fechada tende a ser conservado
durante o movimento do fluido (as linhas de fluxo tendem a acompanhar a curva, Figura
2.4);
(b) pequenos distarbios no meio resultam em oscilagdes quasi-elasticas, o campo

magnético fornecendo a forca de restauracdo para as oscilagdes. 1sso resulta nas ondas

de Alfvén, de frequéncia @ =V, /(.

Quando Remé baixo, a velocidade, U, tem pouca influéncia sobre o campo magnético,
B, uma vez que o campo induzido € desprezivel comparado ao imposto. Deste modo, 0 campo

magnético comporta-se de maneira dissipativa, ndo elastica, amortecendo 0 movimento pela

conversdo de energia cinética em calor, via efeito Joule. A escala de tempo relevante é agora o

tempo de amortecimento, 7, e néo C/Va (REGO, 2010).

2.2.2 Equacgdes do Eletromagnetismo

As leis basicas do eletromagnetismo séo: a lei de Lorentz, lei de Ohm, a lei de Faraday

e a lei de Ampere, e estas serdo discutidas em maiores detalhes em seguida.
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2.2.2.1 Campo Eleétrico e Forgas de Lorentz

Considere uma particula que esta se movendo com velocidade U e transportando uma

carga g. A mesma, em geral, esta submetida a trés forcas eletromagnéticas (REGO, 2010):

F =qE, +0E +qU xB (24)

- O primeiro termo é a forca eletrostatica, ou for¢a de Coulomb, a qual surge da repulsédo

ou atracdo mutua de cargas elétricas ( Es € 0 campo eletrostatico),

- O segundo termo é a forca que a carga experimenta na presenca de um campo
magnético dependente do tempo ( Ei é o campo elétrico induzido pelo campo),

- O terceiro termo é a forca de Lorentz, a qual surge com o movimento da carga em um
campo magnético.

A lei de Coulomb afirma que Esé irrotacional, e a lei de Gauss estabelece a sua

divergéncia. Assim (REGO, 2010):

V.E =Fe. VxE =0 (2.5, 2.6)

em que p,é a densidade de carga total (cargas livres e de ligacdo) e &, € a permissividade do
espaco livre. Em funcdo da Eqg. (2.6), pode-se introduzir o potencial eletrostatico V, definido
por ES =-VV , de maneira que da Eq. (2.5) tem-se VA = - p./& (REGO, 2010).
Ja o campo elétrico induzido possui divergéncia nula, enquanto o seu rotacional é finito
e governado pela lei de Faraday demonstrada na equacéo abaixo (REGO, 2010):
: @

V-E =0; VxE, = 27,28
P ( )

Deste modo, é adequado definir o campo elétrico total como E= ES + Ei , de tal maneira

que se pode escrever de maneira geral (REGO, 2010):

v.E=Le. vxE=-28
&, ot (2.9, 2.10)

Lei de Gauss Lei de Faraday
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F=q ( E+U x I§) Forca Eletrostatica + Forca de Lorentz (2.11)

E se, diferentemente deU,E eB, for medido um campo elétrico em um sistema de

coordenadas fixo na carga em movimento, define-se o campo elétrico relativo ou efetivo
(REGO, 2010):

F =qE; E, =E+UxB (2.12,2.13)

r? r

2.2.2.2 Lei de Ohm e Forca de Lorentz Volumétrica

No estudo da MHD, a importancia maior esta na for¢a global agindo sobre 0 meio e ndo
nas forcas sobre particulas individuais. Desta forma, um somatorio sobre um volume unitario
do condutor produz (REGO, 2010):

S a=p; 2u=J (2.14, 2.15)

Densidade de Carga Densidade de Corrente

Assim, a versdo volumétrica da Eq. (2.11) (forca de Lorentz) é (REGO, 2010):

F= peE +JxB Forca por Unidade de VVolume (2.16)

Em contrapartida, as velocidades comumente encontradas em aplicacGes de engenharia
sdo muito menores do que a velocidade da luz e a densidade de carga é muito pequena, de
maneira que o primeiro termo da Eq. (2.16) pode ser desprezado. Logo, na

magnetohidrodinamica de metais liquidos, a forca de Lorentz é escrita na forma (REGO, 2010):

— —

F=JxB Forca de Lorentz Volumétrica (MHD) (2.17)

Nota-se também que a densidade de corrente, 3, em um condutor estacionario é

proporcional a forca gerada pelas cargas livres,qE, podendo ser descrita pela lei de Ohm

convencional como J = «E (Figura 2.5 a) (REGO, 2010).
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a) b)

Figura 2.5 Lei de Ohm em um condutor (a) estacionario e (b) em movimento. Fonte: Adaptado de Davidson
(2001).

Porém, se, além disso, o condutor se move com velocidade U sob um campo

magnético, as cargas livres experimentardo uma forca adicional qU xB | e a lei de Ohm é agora

escrita de maneira generalizada como (Figura 2.5 b) (REGO, 2010):

J=0E, =c(E+UxB) Lei de Ohm (MHD/N&o-MHD) (2.18)

Contudo, se o condutor é um meio fluido, o campo de velocidade U variara, em geral,
com a posicdo e esta particularidade torna a interacdo entre U e B mais sutil e mais dificil de
quantificar (REGO, 2010).

2.2.2.3 Lei de Ampeére

De forma simples, a lei de Ampére aborda o campo magnético gerado por uma
distribuicdo de corrente (Figura 2.6). Se C é uma curva fechada, composta de elementos de
linha d7,eS équalquer superficie limitada por essa curva, a lei de Ampére estabelece (REGO,
2010):

cj) B.d (= ,um_[ J.ds Lei de Ampére (2.19)
C S

.

B =
27T

Figura 2.6 Lei de Ampere aplicada a um fio. Fonte: Adaptado de Davidson (2001).
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Essa lei pode ser compreendida como a circulagdo do campo magnético em torno da
curva C ¢ igual ao fluxo (densidade) de corrente através da superficie (&rea, S) delimitada pela
curva sobre a qual a circulacéo estd sendo calculada. Aplicando o teorema de Gauss, a lei de

Ampére é descrita na forma diferencial como (REGO, 2010):

VxB=yJ Lei de Ampere (2.20)

Maxwell verificou, posteriormente, que a lei necessitava considerar a até entdo
desconhecida corrente de deslocamento (a qual se fazia necessaria para satisfazer o principio
de conservacgdo da carga, ver EQ.2.24), de modo que a lei passou a ser denominada lei de

Ampére-Maxwell. Na forma diferencial ela é escrita como (REGO, 2010):

VxB=y, £j+go EJ Lei de Ampere-Maxwell (2.21)

Embora a contribuicdo de Maxwell tenha sido de suma importancia, sua corre¢do ndo é
necessariaem MHD de metal liquido, de forma que, nestes casos, é empregada a lei de Ampere
na sua forma anterior (REGO, 2010).

2.2.2.4 Lei de Faraday

A lei de Faraday estabelece que a FEM, a qual é gerada em um condutor como resultado
de (1) um campo magnético variavel (dependente do tempo) ou (2) do movimento de um
condutor no interior de um campo magnético (Figura 2.7), pode ser escrita como (REGO,
2010):

FEM = @ E.dl= —%J B.dS  Lei de Faraday/Lenz (2.22)
C S

em que C é uma curva fechada, composta de elementos de linhadie S é qualquer superficie

limitada por essa curva. Novamente, como na Eq. (2.13), Er é 0 campo elétrico efetivo, medido

em uma referéncia fixa na carga/elemento d cem movimento. Assim como na lei de Ampere, a
lei de Faraday pode ser entendida como a circulagdo do campo elétrico em torno da curva C
(FEM gerada) é igual ao decréscimo da taxa de variagdo como tempo do fluxo (densidade)
magnético através da superficie (area, S) delimitada pela curva sobre a qual a circulacéo esta
sendo calculada (REGO, 2010).
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f _
— |
>U VJ Brt)
B
1
a) . | | b)

Figura 2.7 Lei de Faraday (a) FEM gerada pelo movimento de um condutor, (b) FEM gerada por um campo
magnético dependente do tempo. Fonte: Adaptado de Davidson (2001).

Mais uma vez, aplicando o teorema de Gauss e supondo que a curva é rigida e esta em

repouso, a lei de Faraday é descrita na forma diferencial, como (REGO, 2010):

VXxE=-— Lei de Faraday (MHD/N&o-MHD) (2.23)

Ressalta-se que a Eq. (2.23) representa um caso especial da Eq. (2.22), sendo uma
definicdo menos geral do que a sua versao original. Na Eq. (2.23) a FEM pode ser gerada pela
variacdo do fluxo de B com o tempo, pelo movimento uniforme da curva em um campo nao-
homogéneo, ou pela mudanca da forma da curva, porém a mesma estabelece apenas o campo

elétrico induzido por um campo magnético variante com o tempo (REGO, 2010).

2.2.2.5 Conservacdo de Carga

Como dito anteriormente, a necessidade de conservagao da carga requer que a taxa na
qual a carga decresce em um volume de controle deve ser igual ao fluxo de carga para fora
através de sua superficie (densidade de corrente, Eq. 2.15) (REGO, 2010):

= 0
V-J= —% Equacéo da Conservagdo da Carga (2.24)

Logo, considerando o divergente em ambos os lados da Eq.(2.24), e usando a lei de
Gauss, obtém-se (REGO, 2010):

a -
Pe Pe | ov.(UxEB)=0; r =% (2.25, 2.26)
ot o

Te
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em que 7, é o tempo de relaxagdo da carga, e para um condutor tipico é aproximadamente

10"s, um valor extremamente pequeno. A fim de compreender a origem do seu nome,
considere a situacdo onde U =o0. Nesse caso a Eq. (2.25), e sua solugéo, sdo mostradas a seguir
(REGO, 2010):

op, P, . t
e e t) = 0 - 2.27,2.28
- Pe(t)=p.( )exp( rej ( )

e

Qualquer densidade de carga liquida que, no tempo t = 0, estiver no interior de um
condutor se movera rapidamente para a superficie sob a acdo de forcas de repulséo

eletrostaticas. Assim, p, é sempre zero em condutores estacionarios, exceto durante algum

minGsculo periodo, como, por exemplo, quando uma bateria é ligada (REGO, 2010).

Considere, agora, a situacdo em que U == 0. Uma vez que se esta interessado em eventos

que ocorrem em uma escala de tempo muito maior do que 7,, 6pe/8t pode ser desprezado em

comparacao com Pe/fe , de maneira que a Eq. (2.25) é escrita como (REGO, 2010):

p. =—¢,-(UxB) (2.29)

Deste modo, quando existe movimento, pode-se sustentar uma densidade de carga finita

no interior de um condutor. No entanto, como sera visto a seguir, 0, € muito pequena, incapaz

de produzir qualquer forga elétrica significante, peE, de maneira que se justifica a Eq. (2.17)
(REGO, 2010).
Em termos de escalas caracteristicas a equacdo anterior pode ser aproximada por

p,~&UB/l, enquanto da lei de Ohm por E~J/o, de maneira que

p.E ~(&UB/()(J/o)~(Uz,/l)IB. Com relaco a dimenséo Uz,/! & da escala de 107, e

logo, a forga de Lorentz domina completamente a Eq. (2.16), a qual passa a ser escrita pela Eq.
(2.17) (REGO, 2010):

Nota-se também que para U =0, uma hipétese basica foi desprezar dp, /0t de maneira

que a equagio da conservacéo da carga, Eq. (2.24), passa a ser escrita como (REGO, 2010):
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V-J=0 Equacdo da Conservacao da Carga (MHD)  (2.30)

Com relacdo a lei de Ampére-Maxwell, explicitando a densidade de corrente J ,
aplicando o divergente sobre a equacao obtida e fazendo uso da lei de Gauss, obtém-se (REGO,
2010):

= 0 = op,

V-J=-g—(V-E)=-=Z= (2.31)
ot ot

A Eqg. (2.31) é exatamente a equacdo da conservacdo da carga, a qual demonstra que se

a lei de Ampére for empregada sem a corrente de deslocamento (correcdo de Maxwell), a

conservacao da carga seria violada. No entanto, como ja citado, em condutores, 0 termo e

op, /ot € desprezivel, ou, por argumentos dimensionais, a corrente de deslocamento é muito

menor do que J . Assim a Eq. (2.20) é suficiente para analises de MHD (REGO, 2010).
Além disso, essa equacdo é consistente com a Eg. (2.30), a equacao da conservacao da
carga simplificada, uma vez que, tomando-se o divergente da Eq. (2.20), obtém-se a Eq. (2.32)
(REGO, 2010).
Por fim, com relacdo a lei de Faraday, Eq. (2.23), tomando-se o divergente em ambos
os lados, obtém-se (REGO, 2010):
oB

v-(vXE):—v-E:o (2.32)

Tal resultado mostra que é solenoidal. Na realidade, o proprio B é solenoidal (REGO,
2010):

—

V-B=0 MHD/N&o-MHD (2.33)

Esse resultado permite a introducdo de um outro campo, A, denominado vetor
potencial, o qual é definido tal que (REGO, 2010):

—

VxA=B V-A=0 (2.34, 2.35)
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Essa definicdo garante, automaticamente, que B é solenoidal, ja que V-(Vx A):o.

Agora a substituicdo de A na lei de Faraday, Eq. (2.23) (REGO, 2010),

-5 - oA - 0A
VXE=——(VxA]|=-Vx— = VxE=—-——-VV 2.
8t( ) ot ot (2:36)

em que V é uma fungdo escalar arbitraria (potencial eletrostatico), necessaria no resultado, tendo

— — —

em vista que E=E,+Ee as restricdes impostas pelas Egs.  (2.6),

VxE, =0¢e(2.7), V-E, =0 (REGO, 2010).

_ oA
E =-VV; E, === (2.37, 2.38)

2.2.2.6 Equacao de Transporte do Campo Magnético

Como ja& foi mencionado, em casos onde o nimero de Reynolds magnético é de
moderado a elevado, o campo magnético é influenciado pelo campo de escoamento. Para se
obter a equacdo de transporte (adveccdo/difusdo) do campo magnético, algumas vezes
denominada de equacao da inducéo, para esta situacao, basta combinar as leis de Ohm, Faraday
e Ampeére (REGO, 2010):

@:—VxE:—Vx(i—ﬁxgj:VX[Uxé—VXBj (2.39)
ot o MO

Levando em conta que v =xvxB =-v2B, Uma vez que B ¢ solenoidal, a equacio da

adveccao/difusdo do campo magnético é (REGO, 2010):

a—B=vX(Uxé)+/1mv2§ (2.40)
ot

em que 4, :(,uma)_lé denominada de difusividade magnética. A partir da observacdo da Eq.

(2.39) nota-se o forte acoplamento entre 0 campo do escoamento e 0 campo magnético,
caracterizando a interacdo de duas vias entre os dois campos. A fim de se estabelecer a solugéo
de cada problema, condicdes de contorno e condigdes iniciais devem ser especificadas para o
campo magnético (REGO, 2010).
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Conforme mencionado anteriormente, um novo parametro (adimensional) surge quando
essa equacdo € escrita na forma adimensional, o qual indica a intensidade relativa entre a
adveccdo e a difusdo do campo magnético. Uma vez que esta equacdo é feita em analogia com
a equacao de transporte de quantidade de movimento, tal parametro recebeu 0 nome de nimero
de Reynolds magnético, j& introduzido na Eq. (2.1) (REGO, 2010).

Logo, quando Rem é elevado, a difusdo do campo magnético é baixa, e 0 campo
magnético ¢ “arrastado/advectado” pelo escoamento. Caso contrario, 0 campo magnético €

difundido no campo de escoamento (REGO, 2010).
2.2.3 Equacdes de Navier-Stokes e a Forca de Lorentz

Jé& é de conhecimento que os campos magnéticos, assim como qualquer outra forca de
campo/corpo, atuam em todo ponto do escoamento, de modo que seu efeito € diretamente
incluido através de um termo adicional de forca por unidade de volume, a forca de Lorentz por
unidade de volume. Logo, considerando tal forga de corpo, as equagdes de Navier-Stokes para
um fluido incompressivel com propriedades fisicas constantes sdo escritas como (REGO,
2010):

% =—%vp+vv20 +%(jx B) (2.41)

Reescrevendo a equac¢do na forma adimensional surgem trés grupos adimensionais:

O primeiro é o nuimero de Reynolds, o qual, como na mecéanica dos fluidos

convencional, indica a razdo das forcas inerciais, U (U .v), pelas forgas viscosas, WU ,

conforme mostra a equacéo a sequir (REGO, 2010):

Re= YL _Y!L
7 1%

(2.42)

O segundo grupo é o denominado parametro de interagdo magnética (REGO, 2010),

N=2o—=— (2.43)

em que 7 é o tempo de amortecimento magnético, Eq. (2.3). O parametro de interacao

magnética € importante em situacGes onde a densidade de corrente J e deve principalmente a
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U x Bna lei de Ohm. Em tal situagéo, N representa a razéo das forcas de Lorentz, (J x é)/p,
pelas forcas de inércia, U(U .v) (REGO, 2010).

O terceiro parametro adimensional, denominado de nimero de Hartmann, é um hibrido

de Re e N, representando (a sua poténcia quadratica) a razdo das forcas de Lorentz, (j x é) / e

pelas forgas viscosas, w2J (REGO, 2010):

1/2
Ha=(NRe)" = Bﬁ(ij (2.44)
pV

2.2.3.1 Tensbes de Maxwell
Tendo em vista a identidade vetorial, v(B?/2)=(B-V)B+BxVxB € a lei de Ampere,

VxB= ymj , a forca de Lorentz pode ser reescrita em termos do campo magnético, B , apenas

resultando (REGO, 2010):

‘Tx§=(é-v)£fij—v( EZJ (2.45)

M, 2y,

O segundo termo do lado direito da equacao age sobre o fluido da mesma maneira que

a forca de pressdo —VP . Tal termo é irrotacional, de maneira que nao influencia o campo de

escoamento. Em escoamentos internos, sua funcdo é simplesmente aumentar a pressdo do
- ~ N2 . . ~ s y.

fluido. Por essarazdo, B / 2.1, 6 comumente denominada de pressdo magnética. Por outro lado,

o primeiro termo do lado direito pode ser escrito em notacao indicial como (REGO, 2010):

5.v)( B )= 0 (BB
(B.V)[;;j_éyj[/%1J (2.46)

Deste modo, pode-se compreender que o efeito dessa parte da forca de corpo é analogo
a uma acdo ficticia de tensdes, BiBj/ﬂm, agindo na superficie de elementos fluidos (REGO,

2010).

Em resumo, pode-se substituir a forca de corpo de Lorentz, J < B, por um efeito
equivalente de tensdes superficiais imaginarias, denominadas tensdes de Maxwell (REGO,
2010):
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B, B B2
My 2,

2.2.4 Equacao da Energia

A equacdo da Energia é obtida a partir da 12 Lei da Termodinamica levando em conta o

termo da dissipagdo viscosa bem como o termo do aquecimento Joule (REGO, 2010):

DT _wvor+ Lo
Dt C, opC,

p

(2.48)

2.3 MHD EM CANAIS

Conforme citado no Capitulo I, o presente estudo visa a avaliacdo do desenvolvimento
térmico e hidrodindmico em um canal de placas planas e paralelas em regime laminar com
transferéncia de calor de um fluido condutor elétrico sob a influéncia de um campo magnético
constante, em que o fluido troca calor com as placas do canal, as quais estdo a temperaturas
diferentes do fluido.

Este tipo de problema de conveccéo forcada (magnetoconvecgédo) pode ser considerado
em diversas aplicagdes na engenharia e em outras ciéncias e em funcdo disso, alguns trabalhos
ja foram desenvolvidos neste tipo de geometria, e além disso encontra emprego na industria do
petréleo, em reatores nucleares e nos campos da engenharia metallrgica, especialmente na
producdo de aluminio por eletrolise em células de reducéo, e no desenvolvimento de geradores
magnetohidrodindmicos. Outra aplicacdo a ser destacadas é o processo da conversado de energia
associada ao aumento da eficiéncia térmica e energética.

Essa classe de problemas comecou a ser estudada mantendo o foco apenas na dinamica
do escoamento (CHANG E LUNDGREN,1959; TAO, 1960, MANOHAR, 1966, HWANG et
al. 1966). Desse modo, a seguir sdo revisados alguns dos trabalhos considerados mais
importantes para o desenvolvimento do presente estudo.

Shercliff (1953, 1965) aplicou metodologias de aproximacéo na resolucdo do problema
da entrada magnetohidrodinamica em medidores de vaz&o de secdo circular, mas ndo chegaram
a determinar, explicitamente, perfis de velocidades.

Roidt e Cess (1962) utilizaram o método aproximado desenvolvido por Schilichting
(1934) para solucionar o problema do escoamento magnetohidrodindmico na entrada de um

duto plano, considerando o perfil de velocidade na entrada uniforme, em que as equacdes do
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modelo foram inicialmente linearizadas e os problemas resultantes foram resolvidos de forma
analitica ou numérica.

Manohar (1966) avaliou 0 mesmo problema de Roidt e Cess (1962), porém aplicando
um procedimento numérico derivado do utilizado por Hartree (1949), onde os termos das
equacdes governantes envolvendo derivadas na dire¢do x foram substituidos pelo método das
diferencas finitas, enquanto os demais eram substituidos por suas medias. De acordo com o
autor, o0 método abordado € mais exato do que o anterior, uma vez que 0 mesmo corresponde
apenas a primeira iteracdo do esquema desenvolvido por ele.

Hwang e Fan (1963) também examinaram o0 mesmo problema de entrada
magnetohidrodindmica com entrada uniforme no canal, porém aplicaram um esquema mais
adequado de diferencas finitas para o tipo de solucdo das equac6es nao lineares do problema,
obtendo melhores resultados.

Maciulaitis e Loeffler (1964) aplicaram o método integral de Karman-Pohlhausen para
avaliar o escoamento magnetohidrodinamico na regido de entrada de um canal, considerando
um perfil de velocidade paraboélico na entrada.

Posteriormente, Hwang et al. (1966), empregando um esquema de diferencas finitas
semelhante ao desenvolvido por Hwang e Fan (1963), resolveram 0 mesmo problema de entrada
magnetohidrodindmica, considerando agora um perfil parabdlico na entrada do canal. Por
empregarem um metodo mais robusto, chegaram a resultados mais confiaveis do que os de
Maciulaitis e Loeffler (1964).

Hwang (1972) analisou a regido de entrada hidrodinamica de um canal sob a presenca
de um campo magnético constante através de um procedimento de linearizacdo das equacdes.
Os seus resultados, considerando um perfil de velocidade parabdlico na entrada do canal, foram
comparados com os produzidos por Hwang et al. (1966).

Chen e Chen (1972) adaptaram o método desenvolvido por Sparrow et al. (1964) para
0 estudo de escoamentos em dutos, e analisaram a regido de entrada do escoamento
magnetohidrodinamico induzido por uma distribuicdo de velocidade arbitraria na entrada do
canal. Resolveram uma forma linearizada das equagdes de camada limite que descrevem o
escoamento.

Dentre os trabalhos pesquisados, o Unico trabalho que relatava a solugdo do problema
da entrada hidrodindmica na presenca de um campo magnético, considerando as equacdes de
Navier-Stokes, foi o reportado por Brandt e Gillis (1966). Empregando a formulagéo de funcéo
corrente, empregaram um esquema de diferencas finitas para resolver as equagdes sem recorrer

a nenhum recurso simplificador.
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O desenvolvimento simultaneo térmico e hidrodindmico comegou a ser estudado por
Shohet et al. (1962), o qual analisou ambos os perfis uniformes na entrada do canal e resolveram
0 problema da entrada simultanea, aplicando uma discretizacao nas equacdes da formulacdo em
camada limite, baseando-se no método de diferencas finitas utilizado por Bodoia e Osterle
(1961). Os autores analisaram duas condicGes de operagdo do canal: como gerador, na qual
energia elétrica pode ser removida do fluido, e como bomba ou motor, na qual energia elétrica
é adicionada ao fluido, introduzindo-se uma forca de corpo aceleradora no escoamento.

Outros autores avaliaram o desenvolvimento de campos de velocidade e de temperatura
sob efeito de campos magnéticos, considerando ainda as propriedades termofisicas e de
transporte variaveis. Dentre estes trabalhos, destacam-se: Rosa (1971) que, em um trabalho
pioneiro, discutiu, experimental e teoricamente, o efeito de propriedades de transporte variaveis
em escoamentos sob campos magnéticos; Setayeshpour e Sahai (1985) também discutiram o
efeito de propriedades de transporte dependentes da temperatura na regido de entrada de um
canal, considerando um tipo de condicdo de contorno generalizada, na qual o fluxo de calor é
funcao linear da temperatura local.

Baseados nos trabalhos anteriormente citados, Setayesh e Sahai (1990) realizaram um
estudo, baseado na discretizacdo em diferengas finitas das equacdes de camada limite que
governam o problema do desenvolvimento simultaneo em um canal de placas paralelas,
considerando propriedades de transporte dependentes da temperatura. Eles consideraram um
escoamento uniforme na entrada do canal, assumindo que as placasse mantinham a temperatura
constante.

Finalmente, Ganesh e Venkatesh (2015) trataram sobre os efeitos da estratificacédo e do
campo magnético aplicado no escoamento viscoso oscilatorio completamente desenvolvido
através de placas porosas paralelas em que as equacBes governantes sdo reduzidas em uma
Unica equacdo diferencial parcial e, em seguida, em um sistema de equacGes diferenciais
ordinérias de ordem 4 com coeficientes complexos usando transformacéo de similaridade, em
que a solucdo obtida é interpretada graficamente usando o programa MATLAB.

Nesse contexto, o presente trabalho fundamentado nos resultados obtidos pelos
trabalhos supracitados, analisa o problema do desenvolvimento simultaneo do escoamento em
um canal de placas paralelas submetido a um campo magnético constante, sob um ponto de
vista de uma técnica hibrida (GITT), em que as paredes do canal sdo mantidas a temperatura
constante (iguais) e as propriedades termofisicas e de transporte também sdo consideradas

constantes.
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2.4 A TECNICA DA TRANSFORMADA INTEGRAL GENERALIZADA - GITT

Em funcdo do avanco tecnoldgico diversos problemas cada vez mais complexos tém
surgido na éarea de engenharia que requerem solucBes mais precisas em tempos de
processamento menores, buscando um melhor emprego destes recursos. Na maioria das vezes,
tais problemas, ndo apresentam soluc@es analiticas, e por conta disso séo tratados por técnicas
de aproximagdo numéricas, uma vez que os computadores atuais atingiram um processamento
de alta velocidade e uma enorme capacidade de armazenamento de dados (REGO, 2010).

Um dos métodos analiticos mais comuns na resolucao de equacdes diferenciais parciais
(EDPs) € o método de separacdo de variaveis, o qual possui restricbes em resolver certas EDPs
lineares, como as equagOes de conducdo de calor envolvendo ndo homogeneidade nas
condigcdes de contorno e/ou termos de geracdo na equacdo diferencial, o que levou ao
desenvolvimento de métodos mais gerais para o tratamento destes problemas (REGO, 2010).

Neste contexto, a primeira tentativa nesse sentido se estabeleceu com o
desenvolvimento da Técnica da Transformada Integral Classica (do inglés Classical Integral
Transform Technique CITT), também conhecida como método de expansdo em autovalores. A
CITT é uma abordagem classica bem conhecida na solugédo de certas classes de problemas de
difusdo, lineares e transformaveis que tem como base 0 método de separacdo de variaveis, em
qgue um par transformada/inversa necessario a solucdo de um dado problema é proposto
considerando-se a representacdo de uma funcdo arbitraria, definida no mesmo dominio, em
termos de autofungdes inerentes & parte homogénea do problema original (MIKHAILOV &
OZISIK, 1984; LUIKOV, 1973; OZISIK, 1980).

A CITT consiste em se transformar o sistema original de equacdes diferenciais parciais
em um sistema infinito e desacoplado de equacdes diferenciais ordinarias, que possa ser
facilmente resolvido. No entanto, apesar da extensa gama de problemas passiveis de solugéo
exata ter sido ampliada com o uso do método da transformada integral classica, o0 método é
limitado a classe de problemas lineares transformaveis, isto é, problemas que possam ser
transformados em sistemas desacoplados.

Mikhailov & Ozisik (1984) reinem uma série de trabalhos que empregam a
transformacéo integral na solucdo exata de problemas de difusdo de calor e massa. Durante as
Gltimas décadas, ap6s o trabalho pioneiro de Ozisik & Murray (1974) esta metodologia de
solucéo foi largamente estendida para permitir solu¢des analiticas aproximadas em uma vasta
gama de problemas ndo-transformaveis, conforme é mostrado nos trabalhos de Leite & Ozisik
(1980), Cotta & Ozisik (1986, 1987), Cotta & Mikhailov (1990 e 1993) e Cotta (1992, 1993,
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1994). Alguns exemplos desses problemas sdo equagdes com coeficientes variaveis,
coeficientes variaveis nas condi¢des de contorno, problemas que envolvem um problema
auxiliar complicado e problemas ndo lineares.

O progressivo desenvolvimento da técnica desde seu surgimento levou ao
estabelecimento de um método hibrido (numérico-analitico), a Técnica da Transformada
Integral Generalizada (GITT), cuja ideia principal é relaxar-se a necessidade de se encontrar
uma transformacdo integral exata que resulte em um sistema diferencial ordinario desacoplado.
Assim, essa classe de métodos resulta de uma combinacao de técnicas analiticas associadas a
aproximacfes numeéricas, aparecendo como alternativas aos métodos puramente numeéricos
para a solucdo de problemas complexos de engenharia, anteriormente tratados apenas
numericamente.

No caso especifico da GITT, é aplicada uma etapa numérica apds a transformacéo
analitica do problema, destacando a mesma como um método computacional alternativo e
proporcionando a obtencdo de solucBes para validacdo (benchmarking) de cddigos numéricos,
devido a sua caracteristica de controle automatico de erro (garantia de convergéncia das
solucgdes para ordens crescentes de truncamento nas séries), mantendo ainda suas caracteristicas
originais de uma solucéo analitica pura (solugdes com um numero de algarismos significativos
"exatos" ou convergidos para um determinado nimero de termos nas expansoes) e resultando
em um desempenho computacional bastante eficiente para uma grande variedade de problemas,
0s quais sdo classificados e sistematicamente apresentados com diversas aplicacdes, incluindo
formulacdo ndo-lineares de interesse em aplicacdo de transferéncia de calor e escoamento de
fluidos (COTTA, 1993).

Destaca-se ainda que este método difere dos métodos numéricos comumente
empregados para solucdo de problemas de carater fortemente ndo linear e acoplados, pois
dispensa a necessidade de discretizacdo do dominio para geracdo de malhas. Além disso, para
melhorar a precisdo do método o esforgo computacional exigido € relativamente moderado em
comparacdo com 0s métodos numéricos tradicionais principalmente quando se eleva a
dimensdo do problema a ser resolvido. Isso justifica-se em funcdo da natureza hibrida da
solucdo, pois a etapa analitica é aplicada sobre todas menos uma variavel independente e a
tarefa numérica é sempre reduzida a integracdo de um sistema diferencial ordinario em apenas
uma coordenada. Outra caracteristica da solucdo € a aplicacdo de filtros algebricos oriundos
geralmente de versdes simplificadas do proprio problema a ser analisado, empregados para
acelerar a convergéncia da solug&o.

A GITT pode ser detalhada na aplicacdo dos seguintes passos:
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1) Escolha de um problema auxiliar que contenha tanta informacao quanto possivel dos
operadores do problema original. A escolha do problema auxiliar se baseia no compromisso
entre a dificuldade de sua solucéo e a minimizacdo do esfor¢co computacional para a resolucao
do sistema diferencial ordindrio acoplado resultante da transformacdo. Alguns problemas
auxiliares possuem solucdo analitica explicita em termo de fungdes transcendentais, outros
requerem solucdo numérica através do método de contagem de sinal (MIKHAILOV &
VULCHANOV, 1983; MIKHAILOV & OZISIK, 1984), ou da propria técnica da transformada
integral (COTTA, 1993; MIKHAILOV & COTTA, 1994).

2) Desenvolvimento do par transformada integral/inversa associado. Este é um
procedimento direto, consequéncia das propriedades de ortogonalidade das autofungdes
advindas do problema de autovalor auxiliar.

3) Transformacdo integral do sistema de equacdes parciais. A transformacao, definida
pela aplicagdo nas equacOes originais de um operador integral contendo a autofuncdo do
problema auxiliar, leva a um sistema de equacdes algébricas ou diferenciais ordinarias
acopladas ou ainda outra equacéo diferencial parcial.

4) Resolucdo numérica, apos truncamento em ordem suficientemente grande para uma
precisdo prescrita, do sistema diferencial ordinario por meio de rotinas bem estabelecidas.
Excelentes sub-rotinas sdo encontradas em pacotes comerciais de bibliotecas cientificas, tais
como a IVPAG para problemas de valor inicial (parabdlicos) e a BVPFD para problemas de
valor de contorno (elipticos), ambas da biblioteca IMSL (2010). Dependendo ainda do tipo de
problema analisado, outras sub-rotinas sdo facilmente encontradas nesta biblioteca.

5) Recuperacdo dos potenciais originais e correlatos, através das formulas analiticas de
invers&o.

Segundo Cotta (1993) os problemas tratados pela técnica da transformada integral até
aquele momento podiam ser divididos nas seguintes categorias:

a) Problemas que apresentem coeficientes variaveis em suas equacfes governantes;

b) Problemas que apresentem coeficientes variaveis em suas condi¢Bes de contorno;

c) Problemas que apresentem contornos variaveis;

d) Problemas cujo tratamento envolva problemas auxiliares de dificil solug&o;

e) Problemas ndo lineares cartacterizados pela presenca de equacgdes cujos termos

fontes e/ou condigdes de contorno dependem do potencial a ser obtido;

Posteriormente, devido aos grandes avangos alcancados pela GITT, os problemas foram
divididos em cinco grandes classes (COTTA, 1993; COTTA, 1998; SANTOS et al. 2001):
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a) Problemas de difuséo;

b) Problemas de convecgéo-difusao;

¢) Problemas de autovalor;

d) Equacdes de camada limite;

e) EquacOes de Navier-Stokes.

Do ponto de vista das aplicacBes préaticas da engenharia, pode-se citar 0 sucesso da
utilizacdo da GITT na andlise de equipamentos termohidraulicos, migracdo de rejeitos
radioativos em solos, aerotermodinamica de veiculos espaciais, polui¢cdo ambiental, processos
de secagem, problemas térmicos em siderurgias, combustdo, enriquecimento isotopico,
resfriamento de equipamentos eletrénicos, reservsatorios de petrdleo, remogdo de metais
pesados atraves de membranas liquidas suportadas, entre outros (VENEZUELA, 2008).

A técnica transformada integral generalizada, que considera que o potencial
(velocidade) pode ser construido como uma expansdo de autofuncgdes, é empregada por
Guerrero e Cotta (1995) na solugdo numérico-analitica das equacfes de Navier-Stokes em uma
formulacdo de funcdo corrente que governam o escoamento laminar de um fluido
incompressivel newtoniano dentro de um canal de placas paralelas, cujos resultados com erros
controlados sdo usadas para inspecionar a precisao relativa de regimes puramente numéricos
previamente relatados, bem como comparar Navier-Stokes e formulagdes de camada limite para
varias combinacdes de condicbes de entrada e nimero de Reynolds.

A GITT foi empregada por Lima et al. (2007) para a solucdo do escoamento MHD em
canais de placas porosas paralelas de um fluido newtoniano com transferéncia de calor em
regime transiente sustentado por um gradiente de pressdo constante, em que os resultados para
os campos de velocidade e de temperatura séo calculados dentro dos parametros governantes
em situacdes tipicas obtendo excelente concordancia quando confrontados com aqueles
previamente relatados na literatura.

Lima e Régo (2013) também aplicaram a técnica da transformada integral generalizada
na dindmica do escoamento incompressivel, laminar, em regime permanente, com transferéncia
de calor, de um fluido newtoniano condutor elétrico, na regido de entrada de um canal de placas
planas paralelas, submetido a um campo magnético externo uniforme em que foram
empregados dois tipos de condi¢bes de contorno para o campo de velocidade na entrada no
canal e apenas uma para o perfil de temperatura e os resultados para os campos de velocidade,
temperatura e potenciais correlatos foram considerados bastante adequados quando comparados

aos da literatura.
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Além dos trabalhos citados anteriormente, destacam-se: Pontes (2013) que empregou a
técnica da transformada integral generalizada na simulacdo do processo de transferéncia de
massa em membranas, Miyagawa (2014) que realizou transformacao integral generalizada do
escoamento em dutos bidimensionais de geometria irregular na forma senoidal e Coimbra
(2015) que aplicou a GITT na solucdo do modelo de conducéo de calor hiperbolico aplicado a
espectroscopia de lente térmica.
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CAPITULO 11l

3 FORMULAGCAO MATEMATICA
3.1 DESCRICAO DO PROBLEMA FiSICO

O problema abordado neste trabalho € definido ao considerar-se 0 escoamento
magnetohidrodindmico em um canal formado por duas placas planas paralelas. O mesmo pode
ser representado de forma simples por um duto retangular horizontal e semi-infinito. No interior
deste canal escoa um fluido condutor elétrico, submetido a um campo magnético transversal
constante, B . Das quatro placas, duas sdo isoladas e as outras duas sdo eletrodos, de modo que,
através delas, uma corrente elétrica pode ser imposta (bomba), captada (gerador) ou,
simplesmente elas podem ser isoladas (medidor de vazdo). As placas, que estdo a mesma
temperatura, transferem calor por conveccdo com o fluido.

O problema fisico é formulado fazendo-se as seguintes hipoteses:

— Propriedades termofisicas e de transporte do fluido constantes;

— Impermeabilidade no contorno;

— Fluido newtoniano com condutividade elétrica diferente de zero;

— Campo magnético transversal na dire¢do y constante - B= (0, B, O) ;

— Campo elétrico na direco z constante - E = (0,0,E,);

— Regime permanente;

— Escoamento bidimensional em regime laminar;

— Os efeitos de dissipagéo pelo efeito Joule séo consideradas.

A sequir é apresentado um modelo fisico conceitual ilustrando um corte longitudinal e
um corte transversal do sistema de placas paralelas onde ocorre 0 escoamento ao mesmo tempo

em que acontece o desenvolvimento térmico.

2b
y=b - u(x)=0; v(x)=0; T(x)=T,,

Y
u(y)=u, -t ;\“ T u(y)=u, (y)
x=0 <v(y)=0 . X e B o PO =0
T(y)=T, — —— T(y)=T,(y) 2w

y=-b - u(x)=0; v(x)=0; T(x)=T,
A A A A
| B, | !

B

Eletrodo

rrrrr Plano de Simetria

Figura 3.1 Modelo fisico conceitual do escoamento MHD em placas paralelas com transferéncia de calor.
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3.2 FORMULACAO MATEMATICA

O beneficio do uso da formulagdo em funcdo corrente, que descreve os escoamentos
bidimensionais e incompressiveis, satisfazendo automaticamente a lei de conservagdo da
massa, € a facil visualizacdo das linhas de corrente do escoamento, bem como a diminui¢do do
numero de equacOes a serem resolvidas, uma vez que a sua aplicacédo descarta a necessidade do
calculo do gradiente de pressdo, para determinacdo do campo de velocidade. Destaca-se
também que em alguns problemas que empregaram a GITT (PIMENTEL, 1993; SANTOS et
al., 2001; LIMA, 2009), o uso da formulacdo em funcdo corrente também apresentou taxas
numéricas de convergéncia mais acentuadas do que aquelas que empregavam a formulacao em
variaveis primarias.

Neste contexto, para a modelagem do problema em questdo, introduzem-se as equagoes
de balanco aplicadas no modelo mostrado na Fig. (3.1), desenvolvendo-se dois modelos: o
campo de velocidade em termos de funcdo corrente e o campo de temperatura.

Deste modo, € possivel desenvolver estes dois campos em geometria retangular
conforme o modelo fisico conceitual de placas paralelas utilizando as Egs. (2.10), (2.17), (2.18),
(2.20), (2.30), (2.33), (2.41) e (2.48), além da Equacdo da Continuidade (Eqg. 3.1) simplificado

pelas suposicdes apresentadas no inicio deste capitulo:

~ ou ov -
V.-U=0—> A +—=0 Equacdo da Continuidade (3.2)
oxX oy

3.2.1 Desenvolvimento do Campo de Funcéo Corrente

Expandindo a Eq. (2.41) - Equacdo de Navier-Stokes - para a coordenada x e para a

coordenada y e sabendo-se que(jx é) =-oB,(E,+uB,) e (Jx é) -0, resulta:
X y

* * * 2, > 2, *
M M TP 882 8 = —EGBO(E;-H,I*BO) (3.2)
OX oy £ OX OX oy o,
> * * 2, * 2, *
u” 8v* v*l:_lap* +v BYZ +a\,{2 (3.3)
x oy poy X7 oy
Considerando-se as seguintes variaveis adimensionais:
PECINVEL I W (3.4,a-d)
=—, =—, =—, = — . ,a-
U U b b
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. 1 .
p-_F ~;Re = 4bV ;Ha=Byb <1 ; E, = E, (3.5,a-d)
pU v yod% UB,
OB, _ OB, _, 36)
OX oy

E a definicdo da funcéo corrente:

oy

u [
OX
As Egs. (3.2) e (3.3) ficam na forma:

2 2 2
u, ou_ P 4 [au auj_4Ha (E, +u) (38)

U—+V =t —| — +—

ox oy ox Relox® oy Re
2 2

o N__P 4 Fy 39)

ox oy oy Relox® oy

A transformacdo para funcéo corrente é efetuada pela aplicacdo do operador rotacional
na equacdes de Navier-Stokes, ou seja, diferenciando-se a coordenada x em relacdo ay e a
coordenada y em relacdo a x, e fazendo-se a diferenca entre as equacfes resultantes, além de
levar em conta a Eq. (3.1) - Equacdo da Vorticidade e as relacoes (3.6,a-d), de modo a obter o

modelo do campo de funcdo corrente:

a_\y(vz a_\}fj_a_w[vz a—‘P} _ 4 ey b0 (3.10)
oy OX OX oy Re Re oy
3.2.2 Condicdes de Contorno de Funcdo Corrente para x e paray
As condigdes de contorno séo:
u=1 v=0 em Xx=0 (3.11.a,b)
u=u_(y); v=0 em X—>0 (3.12.3,b)
u=~0; v=0 em y=-1 (3.13.3,b)

u=0; v=0 em y=1 (3.14.a,b)
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Utilizando-se a fungdo corrente da equacado (3.7) em (3.11) até (3.14), resulta em:

¥(0,y)=1+y+Cj; %P(O y)=0 (3.15.a,b)
¥ (0, Y):q+C1+QK[ycosh(Ha)—Senh(Hay%a} %P(oo,y):o (3.16.a,b)
W(x,~1)=C;: %P(x,—l) -0 (3.17.ab)
¥ (x,1)=C;; %P(x,l) -0 (3.18.a,b)

Aplicando emy = 1 e x = 0 (na entrada da placa superior) eemy =1 e X =« (na saida
da placa superior), obtém-se:

W(01)=C,=C,+2 ¥(w1)=C,=C,+2Kq {cosh(Ha)-%(:a) 190
C,=C +2q

Desse modo, observa-se que:

g=1 (3.20)
E que a relagdo entre as constantes é dada por:

C,=C,+2 (3.21)

3.2.3 Desenvolvimento do Campo de Temperatura

Desenvolvendo-se a Eq. (2.48) — Equagdo da Energia - na coordenada x e levando-se

em conta o seguinte produto J.J =J,2+J3,>+J3.? =37 =[ o(E, + uBO)]Z, tem-se:

LT LoT” T o1 x )2
pCpLU erv §]ZK[W+W}LA@+G(E3 +u BO) (3.22)

Aplicando-se 0s seguintes grupos adimensionais:

*_ C 2
7ol “Tup V_ Mg U (3.23.a-C)
T T, a K C,(T.~Tu)
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O modelo do campo de temperatura pode ser obtido:

(E0+u)2

aT  ar 4 [aZT 6ZTJ 4Ec o, 4EcHa’

U—+V—= >+— |+ ()
OX oy RePr{ox® oy Re Re

oy oX Ox 6y RePr

(3.24)

Ox? N oy® ®

oWOT oWaT 4 (6T o°T) 4Ec . 4EcHa? ov Y
By - "Re ' Re Sty

Sendo o termo da dissipacéo viscosa dado por:

AR GETAE ] em
ox) oy oy OX oxoy oy* o

3.2.4 Condicdes de Contorno do Campo de Temperatura para X e paray

As condigdes de contorno adimensionalizadas ficam:

T(0.y)=% T(0y)=T, =T, (3.26.a,b)
T(x-1)=0; T(x1)=T,p= L (3.27.a,)

T,-T

e wl
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CAPITULO IV

4 METODOLOGIA DE SOLUCAO
4.1 FILTRAGEM DO PROBLEMA

Embora existam vantagens no uso da formulacdo obtida a partir da modelagem feita
para este problema, a mesma acaba por introduzir uma ndo-homogeneidade na condigéo de
contorno relativa & parede superior, e assim, caso as temperaturas das placas sejam diferentes,
a condicdo de contorno de temperatura para a placa superior também sera ndo-homogénea.

De modo a remover estas ndo-homogeneidades trabalhos anteriores (MACHADO,
1995; FIGUEIRA DA SILVA, 1994; PIMENTEL, 1993; SANTOS et al., 2001 e LIMA, 2009)
sugeriram o emprego de um procedimento denominado de filtragem dos campos. Esse
procedimento nada mais € do que a separacdo dos campos originais em duas partes: um campo
filtrado, que deve incluir as condi¢des de contorno homogéneas, e um filtro que carrega a ndo
homogeneidade original.

A eficiéncia da filtragem é dependente do filtro que é utilizado em que 0 mesmo deve
ser 0 mais representativo possivel do comportamento caracteristico da solugdo do campo
original, e ao mesmo tempo simples o suficiente para poder ser resolvido analiticamente. Uma
vantagem adicional verificada nos trabalhos anteriormente citados é o enfraquecimento dos
termos fontes das equacdes, responsaveis pelo atraso no processo de convergéncia dos métodos
numericos, e em particular, das expansdes empregadas na técnica da transformada integral.

Os filtros propostos para a solu¢do dos campos de funcéo corrente e de temperatura séo,

respectivamente:

P(xy)=".(y)+¥e(xY) (4.1)

T(xY) =T, (¥)+Tc(x.Y) (4.2)

Assim, a seguir séo aplicados os filtros no campo de funcédo corrente — Eq. (3.10) e no
campo de temperatura — Eq. (3.24), a fim de obter um problema homogéneo, ou pelo menos,

condicGes de contorno homogéneas.
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4.1.1 Campo de Funcéo Corrente

Aplicando as Egs. (4.1) e (4.2) na Eqg. (3.10), operando as derivadas, fazendo a
distribuicdo dos produtos e fazendo um rearranjo, obtém-se:

ov, 83‘PF+83‘PF 0¥, 83‘PF+83‘PF L9, 83‘PF+83‘PF
oy \ ox* oxey®) ox \ oy® oyox*) dy | ox®  oxoy?

ov.dy, 4d'Y, 4 [a“lPF Lo 0 84\PF}_4Ha2 Y,

ox dy’ Re dy* Re

+
6X4 aX28y2 ayll Re ayz (43)
4Ha’ d*¥
+
Re dy?

: 4 d*¥, 4Ha’ d*¥
De (4.3), é possivel igualar-se os termos ———= > de modo a obter-se
e dy Re dy

0 problema ndo-homogéneo (ou problema filtro), o qual pode ser resolvido utilizando a Eq.
(A.30).

4 d'Y, 4Ha® d*Y, (4.4)
Re dy* Re dy? '

Deste modo, agrupando os termos restantes da Eg. (4.3), a mesma fica:

ov . VZ(G‘I’F j_a\PF v2[ e |, dY, Vz(a\yF j_a\PF v,
oy X X oy dy ox ox  dy® (45)
4 4Ha® °¥,

Yet+t———
Re Re oy

4.1.2 Campo de Temperatura

Substituindo-se as Egs. (4.1) e (4.2) na Eq. (3.24), operando as derivadas, fazendo a
distribuicdo dos produtos e ap6s algum rearranjo algébrico, tém-se:
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oV, oTy oY, OT; +d‘1’w Ty o¥e dar, 4
oy ox ox oy dy ox

2 2
aTF+aTFj+

ox dy RePr{ ox? oy’
4 dT, akc|, (o) (0. Y. )
RePr dy> Re oxoy oy> X’
, X , , (4.6)
d’¥Y (0¥, 0°Y, dv,
+2— ——— |t +
dy oy OX dy

2 2 2]
4EcHa EOer‘POo +9 E0+le°° 8‘PF+ oY,
Re dy dy oy oy

2
d’T. 4Ec(d¥ 2 2
Da Eq. (4.6) os termos i—;; —| —= | ¢ 4ECHA" O+d\P°° sd0
RePr dy Re | dy Re dy
somados e igualados a zero, de modo a obter-se o problema ndo-homogéneo (ou problema

filtro), o qual pode ser resolvido utilizando as Egs. (A.30) e (B.7).

4 d*T, 4Ec(d¥,) 4EcHa? dw_ )
—+ + E, + =0
RePr dy Re { dy dy

4.7
~ (4.7)
Assim, agrupando os termos restante da Eq. (4.6), fica:
0¥ oT. oW oT, d¥.oT, 0¥ . dT, 4 o7, +82TF
oy ox ox oy dy ox  ox dy RePr{ ox*  oy? “8)
4,
2 2
4Ec o A4EcHa’| (¥, ) E0+le°° ¥ .
Re Re oy dy ) oy
Em que:
2 2 2 2 2 2 2 2
®
OXoy dy oy OX oy OX
4.1.3 Condicdes de Contorno
Para x:
senh(Hay) o¥c(0,y)
Y. (0,y)=1+y—q—0gK| ycosh(Ha)- ™ : e~ =0; (4.10,a-c)

e (oo, Y)ZO; M 0: M

: =0 (4.11,a-c)
OX OX



41

Paray:

Yo (x-1)=0; ¢ (x,-1) =0; T (x,-1)=0 (4.12,a-C)
oy

Ye(x1)=0; a\PFT(XJ):O; T-(x,1)=0 (4.13,a-C)

4.2 TRANSFORMAGCAO INTEGRAL

A metodologia a ser aplicada na solucdo do modelo consiste na Técnica da
Transformada Integral Generalizada e a mesma € aplicado atraves da seguinte sequéncia de
passos:

4.2.1 Escolha do problema de autovalor

4.2.1.1 Campo de Funcéo Corrente

O problema de autovalor é:

Oc'l‘/f ~ ' (4.14)
y
g 94(-1)
¢ (-1)=0; & =0 (4.15.a,b)
o d4(D)
¢ (1)=0; &y =0 (4.16.a,b)

De modo que, a autofuncéo é:

Cos(ﬂi y) B cosh (,Ui y) <

cos(z) cosh(u)’ =135..
H; H;
#(y)= sen(uy) senh(uy). (#.17.20)

;1=2,4,6,...
sen(u)  senh(z) !

Aplicando as condi¢fes de contorno, resulta que os autovalores podem ser calculados

pela seguinte equacéo transcendente:

~tg9(x); 1=135,...

tg(u); 1=2,4,6,... (4.18.a,b)

an(a)-|
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Entdo, a propriedade da ortogonalidade das autofungdes pode ser empregada, resultando

que:
[ 4(y)9,(y)dy= VA (4.19.a,b)
ERA i Mi, i:j . 4,
Em que:
M, = 4 (y)dy=2 (4.20)
Em que a autofuncdo normalizada é:
7 (y)=2W) (4.21)
4.2.1.2 Campo de Temperatura
O problema de autovalor é:
2
KNI (4.22)
dy
Ii(-1)=0; I;(1)=0 (4.23.a,b)
Logo, a autofuncdo é:
Fi(y)zsen[ai(y+l)]; a, :i?”, i=123,.. (4.24)

Aplicando as condi¢fes de contorno, resulta que os autovalores podem ser calculados
pela seguinte equacao transcendente:

sen(2¢;)=0; a:%r, i=123,.. (4.25)

De modo que, a propriedade da Ortogonalidade das autofungdes pode ser empregada

gerando:

Illri(y)rj(Y)dy={g” P ]

o7 (4.26.a,b)
i 1=

Em que:
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R
N, =j_1ri (y)dy=1 (4.27)
E a autofuncéo normalizada é:
i (y) (4.28)
Ni

f )= =)

4.2.2 Determinacdo do par transformada-inversa

4.2.2.1 Campo de Funcéo Corrente

Admitindo-se que o potencial ‘PF(X, y)pode ser construido como uma expansao de

autofuncoes, é possivel definir o par transformada-inversa:

Potencial transformado:
— 1 ~
P, (x)= L¢, () ¥, (x,y)dy (4.29)

Formula de inversao:

e (%Y)= 24 (¥) (%) (4.30)

i=1

4.2.2.2 Campo de Temperatura

Considera-se que o potencial Tp (X, y)também seja definido pelo par transformada-

inversa, logo:
Potencial transformado:

(4.31)

1 1

T ()= F(y)Te (xy)dy

Formula de inverséo:

(4.32)



4.2.3 Transformacéo integral da EDP original

4.2.3.1 Campo de Funcéo Corrente
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Tendo estabelecido o par transformada-inversa dado pelas Egs. (4.29) e (4.30) e

havendo sido definidas a autofungé@o e as propriedades de ortogonalidade do problema de

autovalor escolhido, podemos agora prosseguir com a transformacao integral do problema

1 ~
diferencial original. Para tal, opera-se com J-_l(/ﬁ,(y)dyem ambos os lados da Eg. (4.5).

Mostramos a seguir o resultado da transformacéo de cada um dos termos desta equacdo. Em

todos 0s casos, aplica-se a formula de inverséo (4.30) em ¥ € T: e suas derivadas em x e em

y.

+Z d*¥ ( )+Fij d‘T’de(x)_Gij d‘ifc;x(x):l}

Cujos coeficientes sdo mostrados a seguir:

A=[ 48 (v)dy
w =8 ()E (V)4 (y)dy

Cik :Il 4 (y)&j' (Y)(]i" (v)dy

-1

e [ A0 ) oy
=LA () dwgy(y) dy
6= 4115 () ey

(4.33)

(4.34)

(4.35)

(4.36)

(4.37)

(4.38)

(4.39)

(4.40)
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4.2.3.2 Campo de Temperatura

1 ~
A partir do par transformada-inversa (4.31) e (4.32), opera-se com a integral LFi (y)dy

em ambos os lados da Eq. (4.8). E mostrado a seguir o resultado da transformaco de cada um

dos termos desta equacao, invertendo-se os potenciais pela Eq. (4.32).

d*T, (x o7 ( L RePras dT. (x
0 S, S )
iilukfj d\Pk(X) Z i d)((x)+ (4.41)
& 4 (x)
_,Z_;' Ky —g, — ~ EcPrL (x)
Em que os coeficientes sdo descritos a seguir
Hyo =[5 ()T (94 (y)dy (4.42)
L :J._llfi (Y)fj,(y)ﬂl (y)dy (4.43)
1~ - d¥
i=LEOE()—; W (4.44)
y
1~ ~ dT,
Ky =] ()8 (y) OI;y)dy (4.45)
L J(ow, Y dv, o,
Li_jlri(y){ana K 5 j +2(E0+ y j 5 ]}dy (4.46)
4.2.3.3 Condigdes de Contorno
T (T d¥;(0) _
¥, (0)=f; » =0 (4.47.a,b)
Y7 _ d¥; () _
¥, (0)=0; » =0 (4.48.a,b)

T(0)=g (4.49)
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T () =0 (4.50)
Em que:

— el h

f=[, .(y){y+1—q—qK{ycosh(Ha)—W}}dy (451)
g, = j_llfi (y)[1-T, (y)]dy 4.52)

4.2.4 Implementacdo computacional

Visando uma metodologia com caracteristicas numeéricas, 0s coeficientes
Ay B Cii Dy B F Gy Higo o 35 € Ky sio obtidos numericamente através de regras da
quadratura de Gauss para integracdo numeérica, presente na sub-rotina QDAG da biblioteca
cientifica IMSL (2010), sendo empregada no presente trabalho na sua verséo de dupla preciséo.

O coeficiente L; pode ser obtido pelo método da integracéo semi-analitica (SPHAIER et

al., 2011) conforme a seguir:

NIl

L (x)= ;[lak (X) LA, +Ib (x)LB, ] (4.53)
Em que:

LA, = jyy yEi (y)dy; LB, = yy:“fi (y)dy (4.54.a,b)
la, (x) = =% y“l)A; LY,y ()= SeaPE O Y )A_ykuL(X’yk“) (4.55.a)

E a fungéo FL (X, y)é dada por:

FL(x,y)=®+Ha’ [[%j +2[Eo+dd%] a;ﬁ (4.56)

Em que @ ¢é dado pela Eq. (4.9).
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O sistema infinito de equacOes diferenciais ordinarias a ser resolvido no presente
trabalho deve ser truncado em um numero finito e suficiente de termos, N (NV para o campo de
funcdo corrente e NT para o campo de temperatura) de acordo com a precisao pre-estabelecida
para avaliacdo dos campos transformados (quanto maior o numero de termos nas
expansdes/séries, maior a precisdo dos resultados) e resolvido através da sub-rotina BVPFD da
biblioteca IMSL (2010) na sua versdo em dupla precisao.

4.2.5 Recuperacgdo dos principais campos
Os campos originais e alguns parametros correlatos podem agora ser avaliados a partir

de suas definicGes e do uso das formulas de inversao.

a) Campo de Funcédo Corrente:

0

(X y)=Y,(y)+¥: (xy)="..(y)+ D4 (y)¥(x) (4.57)
b) Campo de Velocidade:

u(x,y)zwzlf’;(y)nLa\PF—(x’y):‘P' (y)+i~'(y)‘f’i(x) (4.58)
(xy) oOFe(xy) & d¥; (x)

B

(4.59)

c) Campo de Temperatura:

0

T(%y)=Te (¥)+Te () =T, (v)+ 2T (¥) T (%) (4.60)

i=1
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CAPITULO V

5 RESULTADOS E DISCUSSAO

Com o objetivo de resolver o sistema infinito acoplado de equacdes diferenciais, EQs.
(4.33) e (4.41), um cddigo computacional na linguagem Fortran 90/95 foi desenvolvido e
implementado em um microcomputador Intel Core i7 3.7 GHz do Laboratério de Simulagéo de
Processos (LSP/UFPA).
Para a obtencdo dos resultados numeéricos as expansdes foram truncadas em uma ordem
finita de termos N = NV = NT e um erro relativo global prescrito de 10 foi atribuido para a
sub-rotina DBVPFD, da biblioteca cientifica IMSL (2010), a qual é especialmente apropriada
para resolver sistemas de equacdes diferenciais ordinarias provenientes de problemas de valor
de contorno (elipticos), como o sistema encontrado no presente trabalho. Quando ndo
explicitado no texto, os resultados mostrados foram obtidos fazendo-se N = NV = NT = 79,
ordem suficientemente elevada para garantia da convergéncia de todos os campos, para as
varias situacdes analisadas. Os tempos de CPU para os casos estudados ficaram compreendidos
na faixa de 1h51min e 12h29min.
Os resultados foram obtidos para todos os valores de nimero de Reynolds estudados
(Re = 40, 100 e 300), bem como foi analisada a influéncia do campo magnético, ou seja, do
namero de Hartmann (Ha = 4, 10 e 50). Além de nimero de Reynolds e do nimero de
Hartmann, foram variados também o nimero de Prandtl (Pr = 0,1 e 0,75) o nimero de Eckert
(Ec =0,0; 0,1 e 1,0) e 0 parametro elétrico imposto nos eletrodos do canal (Eo = -10; -0,5; 0,0
e 1,0). Para a relagdo entre as temperaturas das placas foi utilizado um tnico valor (Tw21 = 0,0).
A Tab. (5.1) mostra a lista dos casos que foram rodados com os valores dos parametros
utilizados para a analise de convergéncia, a verificacdo numérica e a avaliacdo da sensibilidade

paramétrica.
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Tabela 5.1 Lista de casos rodados com os valores dos pardmetros utilizados.

CASO Re Ha Pr Ec Eo Twa1
| 300.0 10.0 0.75 0.1 -0,5 0.0
| 40.0 10.0 0.75 0.1 -10.0 0.0
1l 40.0 10.0 0.75 0.1 -0,5 0.0
v 100.0 4.0 1.0 0.0 0.0 0.0
V 40.0 50.0 1.0 0.1 -10.0 0.0
VI 100.0 10.0 0.75 0.1 -0,5 0.0
VII 40.0 4.0 0.75 0.1 -10.0 0.0
VI 40.0 10.0 0.1 0.1 -10.0 0.0
IX 100.0 4.0 1.0 0.1 0.0 0.0
X 100.0 4.0 1.0 1.0 0.0 0.0
Xl 40.0 10.0 0.75 0.1 0.0 0.0
X1 40.0 10.0 0.75 0.1 1.0 0.0

5.1 ANALISE DE CONVERGENCIA

Define-se como convergéncia no método de transformacdo integral, o processo de
incremento gradual da ordem de truncamento das séries/expans@es, até que um determinado
critério de erro numérico nos valores dos campos analisados (campo de velocidade, campo de
temperatura, produto do fator de atrito pelo nimero de Reynolds e nimero de Nusselt local)
seja atingido. Deste modo, a fim de evidenciar a natureza hibrida da metodologia aplicada, é
mostrado um estudo do comportamento de convergéncia dos campos anteriormente citados, em
diferentes posic¢des longitudinais ao longo do canal.

Para efeitos de monitoramento da convergéncia sdo apresentados 0s seguintes

parametros comumente utilizados em literatura:

- U, (X) - Campo de Velocidade na linha central,
- T, (X) - Campo de Temperatura na linha central,

ou
- @ - Gradiente de Velocidade na placa superior;
y=1

- fRe - Produto do Fator de Atrito pelo Numero de Reynolds;

oT

- 5 - Gradiente de Temperatura na placa superior;
y=1

- NU; - Namero de Nusselt Local na placa inferior(: Nuz).
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Deste modo, a analise de convergéncia do campo de velocidade e do campo de
temperatura foi realizada no plano central do canal (y:O), enguanto que para o produto do

fator de atrito pelo numero de Reynolds (que é funcdo do gradiente de velocidade) e para o

numero de Nusselt local (que é funcdo do gradiente de temperatura) foi realizada na placa
superior (y=1), ambos em valores especificos do eixo longitudinal.

A Tab. (5.2) ilustra uma analise de convergéncia considerando Re = 300; Ha = 10; Pr =

0,75; Ec =0,1; Eo = -0,5 (com dissipacdo viscosa e com aquecimento Joule) e Tw21 =0,0.

Tabela 5.2 Andlise de convergéncia dos principais campos, em diferentes posicGes axiais. CASO | - Re = 300;
Ha =10; Pr=0,75; Ec=0,1; Ec =-0,5 € Tu21 = 0,0.

X uc(X) Tc (X) 8u/8y|y:1

0.2 0.4 06 08 0.2 0.4 0.6 0.8 0.2 04 06 08

11 0.9794 1.0142 1.037 1.056| 0.9936 1.013 1.023 1.031| 19.97 15.47 13.03 11.89
23 1.006 1.019 1.038 1.056| 1.007 1.014 1.021 1.029| 21.35 13.88 12.15 11.52
35 1.006 1.019 1.038 1.057| 1.007 1.014 1.021 1.029| 19.58 13.66 12.12 11.51
47 1.005 1.019 1.038 1.057| 1.007 1.014 1.021 1.029| 19.05 13.63 12.11 1151
59 1.005 1.019 1.038 1.057| 1.007 1.014 1.021 1.029| 18.92 13.62 12.11 11.51
71 1.005 1019 1.038 1.057| 1.007 1.014 1.021 1.029| 18.86 13.62 12.12 1151

y ar/oy,., fRe Nu,

0.2 0.4 06 08 0.2 0.4 0.6 0.8 0.2 04 06 08

11 9.183 7.23 6.012 5.242| 159.8 123.7 104.25 95.09| 37.73 29.98 25.11 22.03
23 10.38 7.161 5.86 5.121| 170.8 111.1 97.20 92.15| 42.72 29.74 24.52 21.58
35 10.19 7.094 5.819 5.094| 156.7 109.3 96.93 92.08| 42.00 29.48 24.37 21.48
47 10.14 7.074 5.807 5.085| 1524 109.0 96.91 92.09| 41.8 29.41 24.33 21.45
59 10.13 7.068 5.804 5.082| 151.3 109.0 96.92 92.1 | 41.76 29.40 24.32 21.44
71 10.13 7.068 5.803 5.081| 150.9 109.0 96.93 92.11| 41.76 29.40 24.32 21.44

Observando a Tab. (5.2) para 0 CASO I, nota-se que as taxas de convergéncia para 0s
campos de velocidade e de temperatura foram muito boas, uma vez que, com poucos termos
nas séries, 0S mesmos ja estdo praticamente convergidos com quatro algarismos significativos,
mesmo para regides do escoamento muito proximas a entrada do canal.

Em contrapartida, as taxas de convergéncia ndo foram tdo boas para os gradientes,
principalmente o de velocidade e por consequéncia disso, para o produto fRe, de modo que para
esses campos, mais de 71 termos sdo ainda necessarios para a convergéncia de 3 algarismos
significativos, especialmente na entrada do canal (x = 0.2 e x = 0.4), embora o gradiente de

temperatura e o nimero de Nusselt local apresentem convergéncia com menos termos na série.



51

A Tab. (5.3) ilustra uma analise de convergéncia considerando Re = 40, Ha = 10; Pr =

0,75;Ec=0,1; Eg=-10 e Tw21=0,0.

Tabela 5.3 Andlise de convergéncia dos principais campos, em diferentes posicGes axiais. CASO Il - Re
=40, Ha=10; Pr=0,75;Ec=0,1; Eo =-10 € Tw21 =0,0.

N X uc (X) Tc (X) 8u/ay|y:1
0.2 0.4 0.6 0.8 0.2 0.4 0.6 0.8 0.2 0.4 0.6 0.8
11 1.008 1.056 1.093 1.114|16.52 31.06 44.75 57.81|15.71 1191 11.10 10.97
23 1.017 1.057 1.094 1.114|16.48 3105 44.72 5777|1574 11.71 11.05 10.95
35 1.017 1.057 1.094 1.114|16.48 31.04 4472 57.76 | 1541 11.69 11.04 10.95
47 1.017 1.057 1.094 1.114|16.48 31.04 4472 57.76 | 1531 11.68 11.04 10.95
59 1.017 1.057 1.094 1.114|16.48 31.04 4472 57.76|15.27 11.68 11.04 10.94
71 1.017 1.057 1.094 1.114|16.48 31.04 4472 57.76 | 1525 11.68 11.04 10.94

N <9T/6y|y:1 fRe Nu,

0.2 04 0.6 0.8 0.2 0.4 0.6 0.8 0.2 0.4 0.6 0.8
11 100.3 149.4 188 219.4|125.7 95.29 88.79 87.77|28.91 23.12 20.33 18.55
23 100.4 150.6 188.8 220.0 | 1259 93.67 88.36 87.61|28.97 2331 20.43 18.61
35 100.9 150.8 188.9 220.0|123.3 93.49 88.31 87.58 |29.09 23.34 20.44 18.61
47 101.0 150.9 188.9 220.0|1225 93.44 88.29 87.56 |29.14 23.35 20.45 18.62
59 101.1 150.9 188.9 220.0|122.2 93.42 88.28 87.56|29.16 23.35 20.45 18.62
71 101.1 1509 188.9 220.0|122.0 93.42 88.28 87.56 | 29.17 23.35 20.45 18.62
Ao observar a Tab. (5.3) para 0 CASO Il, destaca-se que o comportamento da

convergéncia é bastante semelhante ao do CASO I, ressaltando que os gradientes de velocidade

e de temperatura na entrada do canal possuem uma convergéncia mais lenta e desse modo, um

namero elevado de termos (N > 71) sdo necessarios para a convergéncia dos algarismos

significativos requeridos para o gradiente de velocidade e para o produto fRe. Quanto ao

gradiente de temperatura e 0 nimero de Nusselt local a convergéncia é adequada com menos

termos na série, ainda que na entrada do canal o nimero de Nusselt ndo apresente convergéncia

satisfatoria.

A Tab. (5.4) ilustra uma analise de convergéncia considerando Re = 40; Ha = 10; Pr =

0,75:Ec=0,1; Eg =-0,5€e Tw21=0,0.
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Tabela 5.4 Analise de convergéncia dos principais campos, em diferentes posi¢des axiais. CASO 11 - Re = 40;
Ha =10; Pr=0,75; Ec=0,1; Eg =-0,5e Tw1 = 0,0.

N 00 .00 o,
0.2 0.4 0.8 2.0 0.2 0.4 0.8 2.0 0.2 0.4 0.8 2.0
11 1.008 1.056 1.114 1.111|1.047 1.096 1173 1.264|15.71 1191 10.97 11.12
23 1.017 1.057 1114 1.111|1.049 1.095 1172 1.263|15.74 11.71 10.95 11.12
35 1.017 1.057 1.114 1.111|1.048 1.095 1.172 1.263|1541 11.69 10.95 11.12
47 1.017 1.057 1114 1.111|1.048 1.095 1172 1.262|1531 11.68 10.95 11.12
59 1.017 1.057 1.114 1.111|1.048 1.095 1.172 1262|1527 11.68 1094 11.12
71 1.017 1.057 1.114 1.111|1.048 1.095 1172 1.262 | 1525 11.68 10.94 11.12
at/oyl, , fRe Nu,

N 0.2 0.4 0.8 2.0 0.2 0.4 0.8 2.0 0.2 0.4 0.8 2.0
11 5427 3.741 2874 2611|1257 9529 87.77 88.92|2355 16.54 1282 11.52
23 5551 3.716 2.863 2.609 | 1259 93.67 87.61 88.92|24.14 1645 1278 11.52
35 5.564 3.713 2.860 2.609 | 123.3 93.49 87.58 88.92|24.20 16.44 1277 11.52
47 5576 3.714 2.859 2.609 | 1225 93.44 8756 88.92|24.26 1645 1277 11.52
59 5.586 3.715 2.859 2.609 | 122.2 93.42 8756 88.92|24.30 16.45 12.77 11.52
71 5594 3.715 2858 2.609|122.0 93.42 87.55 8892|2433 1645 12.76 11.52

Da Tab. (5.4) para o CASO Il nota-se que os campos de velocidade e de temperatura

convergem com um numero de termos baixo, porém os gradientes de velocidade e de

temperatura na entrada do canal, bem como o0s parametros correlatos apresentam uma

convergéncia apenas no terceiro algarismo significativo, de modo que, para uma convergéncia

mais apurada, um numero elevado de termos (N > 71) deve ser necessarios.

Destaca-se aqui que foi utilizado para a convergéncia o0 ponto X = 2 em que 0 regime

tem grandes chances de estar estabelecido, implicando que nesta posi¢cdo a maioria dos

parametros observados possui convergéncia acelerada para os algarismos significativos

requeridos.

1,0; Ec = 0,0 (sem dissipacdo viscosa e sem aquecimento Joule); Eo = 0,0 e Tw21=0,0.

A Tab. (5.5) ilustra uma anéalise de convergéncia considerando Re = 100; Ha = 4; Pr =



Tabela 5.5 Analise de convergéncia dos principais campos, em diferentes posi¢des axiais.

Ha=4;Pr=1,0;Ec=0,0; Eoc=0,0e Tuw1=0,0.
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CASO IV - Re = 100;

uC(X) Tc(x) au/aY|y:1

N 0.1 10 20 50| 01 1.0 2.0 50 | 01 10 20 50
11 0.9580 1.159 1.260 1.284|0.9845 0.9989 0.9705 0.7943|19.84 5.809 5.366 5.329
23 0.9979 1.161 1.260 1.284|0.9992 0.9972 0.9678 0.7912|26.56 5.778 5.366 5.329
35 1.003 1.161 1.260 1.284| 1.000 0.9970 0.9674 0.7908|26.62 5.777 5.366 5.329
47 1.003 1.161 1.260 1.284| 1.000 0.9969 0.9673 0.7907|25.72 5.777 5.366 5.329
59 1.003 1.161 1.260 1.284| 1.000 0.9969 0.9672 0.7906|25.08 5.777 5.366 5.329
71 1.003 1.161 1.260 1.284| 1.000 0.9969 0.9672 0.7906|24.72 5.777 5.366 5.329

oT/oyl,., fRe Nu,

N 0.1 10 20 50| 01 1.0 2.0 50 | 01 10 20 50
11 8.486 2.341 1.746 1.205| 158.7 46.47 4293 42.63 |35.58 11.31 9.300 8.292
23 9.788 2308 1.732 1.199| 2125 46.22 42.93 42.63 |41.44 11.20 9.264 8.284
35 9.658 2.303 1.730 1.198| 213.0 46.22 42.93 42.63 [40.95 11.18 9.258 8.283
47 9.541 2302 1.729 1.198| 205.8 46.22 42.93 42.63 |40.47 11.18 9.257 8.283
59 9.492 2301 1.729 1.198| 200.6 46.22 42.93 42.63 [40.26 11.18 9.256 8.283
71 9.472 2301 1.729 1.198| 197.8 46.22 42.93 42.63 |40.18 11.18 9.256 8.283

A convergéncia para os campos de velocidade e de temperatura no CASO IV — Tab.

(5.5) — ocorre de forma acelerada assim como no CASO I1l. Aqui, evidencia-se também que 0s

quatro paradmetros correlatos aos campos originais mostram uma convergéncia apenas no

terceiro algarismo significativo, de modo que, como no caso anterior, para uma convergéncia

mais acurada, um numero elevado de termos (N > 71) devem ser utilizado.

analisados possui convergéncia acelerada para os algarismos significativos requeridos.

1,0:Ec=0,1; Eo0=-10e Tw21=0,0.

Ressalta-se que, nesse caso, foi utilizado o ponto x =5 onde a maioria dos parametros

A Tab. (5.6) ilustra uma analise de convergéncia considerando Re = 40; Ha = 50; Pr =
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Tabela 5.6 Analise de convergéncia dos principais campos, em diferentes posicGes axiais. CASO V - Re = 40;
Ha =50; Pr=1,0; Ec =0,1; Eo =-10 e Tw1 = 0,0.

N 0.0 (1) o,
0.2 0.4 0.8 2.0 0.2 0.4 0.8 2.0 0.2 0.4 0.8 2.0
3 1.013 1.023 1.020 1.020 | 428.7 803.0 1560 3607 | 51.06 51.01 51.02 51.02
11 1.014 1.023 1.020 1.020 | 399.1 790.0 1558 3607 | 51.09 50.97 51.02 51.02
19 1.014 1.023 1.020 1.020 | 398.9 790.0 1558 3607 | 51.07 50.94 51.02 51.02
27 1.014 1.023 1.020 1.020 | 398.9 790.0 1558 3607 | 51.05 50.92 51.03 51.02
35 1.014 1.023 1.020 1.020 | 398.9 790.0 1558 3607 | 51.04 50.91 51.03 51.02
43 1.014 1.023 1.020 1.020 | 398.9 790.0 1558 3607 | 51.03 50.90 51.03 51.02
51 1.014 1.023 1.020 1.020 | 398.9 790.0 1558 3607 | 51.02 50.89 51.03 51.02
59 1.014 1.023 1.020 1.020 | 398.9 790.0 1558 3607 |51.02 50.89 51.03 51.02
63 1.014 1.023 1.020 1.020 | 398.9 790.0 1558 3607 |51.02 50.89 51.08 51.02
/oy, fRe Nu,
N 0.2 0.4 0.8 2.0 0.2 0.4 0.8 2.0 0.2 0.4 0.8 2.0
3 3401 4514 6313 10025|408.5 408.0 408.2 408.2|38.48 26.99 20.3 15.19
11 2975 4370 6295 10029 |408.7 407.8 408.2 408.2|34.16 26.20 20.25 15.19
19 2972 4375 6299 10031 |408.5 407.5 408.2 408.2 | 34.13 26.23 20.26 15.19
27 2976 4378 6301 10032 |408.4 407.4 408.2 408.2 | 34.18 26.25 20.26 15.20
35 2979 4380 6303 10033|408.3 407.3 408.2 408.2|34.21 26.26 20.27 15.20
43 2981 4381 6303 10034 |408.2 407.2 408.2 408.2 | 34.23 26.26 20.27 15.20
51 2982 4382 6304 10034 |408.2 407.2 408.2 408.2 |34.24 26.27 20.27 15.20
59 2982 4382 6304 10034 |408.2 407.2 408.2 408.2 | 34.25 26.27 20.27 15.20
63 2983 4383 6304 10034 |408.2 407.2 408.2 408.2|34.26 26.27 20.27 15.20

Avaliando a Tab. (5.6) percebe-se que as taxas de convergéncia para 0s campos de

velocidade e de temperatura sdo excelentes. E importante ressaltar que, para a maioria dos

parametros analisados, a convergéncia com 4 algarismos significativos € alcancada com N =

51. Se forem considerados 3 algarismos com essa mesma quantidade de termos na série a

convergéncia € alcancada satisfatoriamente para todos os 6 campos.

Quanto ao numero de Hartmann, foi observado que a convergéncia para elevados

valores de Ha, como é notado no CASO V (Ha = 50), a eficiéncia do filtro aplicado no presente

estudo pode ser facilmente percebida, uma vez que nesses casos 0 processo difusivo é

predominante, fazendo com que o filtro se mostre satisfatorio para obtencdo dos resultados,

proporcionando excelentes taxas de convergéncia. Ja quando se tratam de baixos nimeros de

Hartmann, como nos CASOS | a IV (Ha = 10 ou Ha = 4), o processo de conveccdo €

predominante, de modo que, a convergéncia nesses casos é um pouco mais lenta.
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5.2 VERIFICACAO NUMERICA

As Figs. (5.1) a (5.5) mostram uma comparacao entre os resultados obtidos aplicando a
presente metodologia com os resultados da literatura (Hwang e Fan, 1963; Manohar, 1966 e
Régo, 2010), para a componente axial do campo de velocidade em diferentes posicoes
transversais do canal (y) e para o desenvolvimento do perfil de velocidade (componente axial)

em diferentes pontos do eixo longitudinal (x).
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Presente trabalho - NS/GITT
O O ORégo (2010) - CL/GITT
A A A Manohar (1966) - CL/MDF

y=0.9

Figura 5.1 Comparacao com os resultados de Manohar (1966) e Régo (2010) da componente axial de velocidade
ao longo do canal, em diferentes posi¢fes transversais, para Re = 100 e Ha =4 (CASO V).

Re=100; Ha=4; Pr=1,Ec=0;E,=0eT,,, =0
Presente trabalho - NS/GITT
O O ORégo(2010) - CL/GITT

° o °
x=0.625 ° x=125 o x=1.875 ° x=25 ° x=50

u(x.y)
Figura 5.2 Comparacdo com os resultados de Régo (2010) para o desenvolvimento do perfil de velocidade
(componente axial) ao longo do canal, para Re = 100 e Ha = 4 (CASO V).
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Figura 5.3 Comparacdo com os resultados de Hwang e Fan (1963) e Manohar (1966) da componente axial de
velocidade ao longo do canal, em diferentes posi¢des transversais, para Re = 300 e Ha = 10 (CASO I).
Re=300; Ha=10; Pr=0.75; Ec=0.1; E,=-05e T, 0
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Figura 5.4 Comparacdo com os resultados de Régo (2010) para o desenvolvimento do perfil de velocidade
(componente axial) ao longo do canal, para Re = 300 e Ha = 10 (CASO I).

A finalidade principal das Figs. (5.1) a (5.4) € de verificar o resultado da presente
metodologia, tanto para a componente axial ao longo do canal em diferentes posicdes
transversais (y) utilizando resultados de Manohar (1966) e Régo (2010) para 0 CASO IV e
Hwang e Fan (1963) e Manohar (1966) para 0 CASO I, como para o desenvolvimento do perfil
de velocidade em algumas posig¢des longitudinais (x) com os dados de Régo (2010) (CASO IV
e CASO I).

Observando as Figs. (5.1) a (5.4), é possivel afirmar que os resultados do presente
trabalho para o campo de velocidade axial ao longo do canal foram verificados
satisfatoriamente com aqueles de Hwang e Fan (1963), Manohar (1966) e Régo (2010) uma vez
que estes perfis possuem uma excelente concordancia global com os resultados da literatura nas
regides longe da entrada, embora os perfis de velocidade exibam o fenédmeno "overshooting"
na entrada do canal.

Os overshoots de velocidade surgem por conta de um gradiente de pressdo negativo

estabelecido perto da regido da parede a uma distancia muito curta da entrada do canal (x = 0),
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enquanto que um gradiente de pressao positivo existe na regido perto da linha central (y = 0),
de modo que, o escoamento perto da linha central ndo é imediatamente acelerado e 0s
overshoots de velocidade sdo formados (SPARROW, 1964).

Esse comportamento divergente na entrada do canal em funcéo dos overshoots é bem
conhecido e perfeitamente explicavel, uma vez que os estudos utilizados na verificagdo do
presente trabalho formularam seus modelos utilizando Camada Limite (referenciada nas figuras
por CL), enquanto que o presente estudo aplicou a equacdo de Navier-Stokes (referenciada nas
figuras por NS) na sua forma mais completa possivel, a qual mantém o termo das forcas viscosas
na sua formulag@o a ponto de incorporar nos resultados tais efeitos na entrada do canal, e deste
modo, nota-se uma influéncia direta do tipo de formulagdo matematica e das simplificacdes

adotadas nos resultados obtidos em ambos os trabalhos.
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Figura 5.5 Comparacdo com os resultados de Régo (2010) para o desenvolvimento do perfil de velocidade
(componente axial) ao longo do canal, para Re = 40 e Ha = 50 (CASO V).

Na Fig. (5.5) é possivel observar a verificagdo do CASO V (Re = 40 e Ha = 50)
visualizando-se uma excelente concordancia entre os resultados para o desenvolvimento do
perfil de velocidade (componente axial) do presente trabalho com os de Régo (2010). Destaca-
se que para valores de numero de Hartmann elevados (Ha = 50), como neste caso, 0
desenvolvimento do campo de velocidade apresenta perfil empistonado. Novamente é
observado o mesmo comportamento do perfil na entrada do canal (overshooting), sendo
possivel afirmar que este é mais préximo do comportamento real do escoamento, em funcao da

formulacdo mais completa utilizada no presente trabalho (equagdo de Navier-Stokes).

5.3 SENSIBILIDADE PARAMETRICA

Na obtencdo de modelos de sistemas fisicos parte-se da hipotese de que os valores dos
parametros sdo conhecidos e constantes. Assim, 0 objetivo aqui € estudar o efeito que a variacéo

paramétrica tem sobre o escoamento e o desenvolvimento térmico. Os parametros
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adimensionais avaliados foram: nimero de Reynolds, nimero de Hartmann, nimero de Eckert,
parametro elétrico e nimero de Prandtl.

O numero de Reynolds é um parametro adimensional usado em mecanica dos fluidos
para o calculo do regime de escoamento de fluidos sobre uma superficie e é representado pela
razdo entre as forgas de inércia e as forcas viscosas.

O numero Hartmann é um parametro adimensional definido como a raz&o entre a forca
eletromagnética e a forca viscosa, que desempenha um papel importante na
magnetohidrodinamica.

O namero de Eckert é o parametro adimensional que expressa a relagdo entre a energia
cinética e a entalpia de uma corrente, sendo usado para caracterizar a dissipacao viscosa.

O parametro elétrico representa um numero adimensional que esta relacionado
diretamente com a diferenca de potencial elétrico imposta no canal, e deste modo, € responsavel
por dimensionar, em parte, o fendmeno do aquecimento Joule.

O namero de Prandtl é o pardmetro adimensional que relaciona a taxa de difuséo viscosa
e a taxa de difusdo térmica dentro do fluido, representando a medida da eficiéncia das
transferéncias de quantidade de movimento e de calor nas camadas limites hidrodinamica e

térmica.

5.3.1 Influéncia do nimero de Reynolds

5.3.1.1 Campo de velocidade

12

Ha=10; Pr=0.75, Ec=0.1; E,=-05¢ T,,, =0

\ - === Re=100
—  —Re=300

0.6

0 0.4 0.8 1.2 16

Figura 5.6 Influéncia do nimero de Reynolds no campo de velocidade - CASO Il (Re = 40), CASO VI (Re =
100) e CASO | (Re = 300).
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Figura 5.7 Influéncia do nimero de Reynolds no desenvolvimento do perfil de velocidade (componente axial)
ao longo do canal - CASO IlI (Re = 40), CASO VI (Re = 100) e CASO | (Re = 300).
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Figura 5.8 Perfil de velocidade para o CASO |1l (Re = 40; Ha = 10; Pr=0,75; Ec=0,1; Eo =-0,5 € Tw21=0,0).
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Figura 5.9 Perfil de velocidade para 0 CASO VI (Re = 100; Ha = 10; Pr = 0,75; Ec = 0,1; Eo =-0,5 e Tuwz1= 0,0).
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Figura 5.10 Perfil de velocidade para o CASO | (Re = 300; Ha = 10; Pr=0,75; Ec = 0,1; Eg = -0,5 e Tw1=0,0).

Quando é analisada a influéncia do nimero de Reynolds, valores menores (Re = 40 e
100) indicam que as forcas de inércia (pU () sdo quase da mesma ordem de grandeza das forcas
viscosas (1), de modo que, neste caso, 0 escoamento se desenvolva mais rapidamente bem
préximo da entrada do canal (x = 1), quando se compara com numeros de Reynolds elevados
(Re = 300) em que o escoamento se desenvolve em x = 2 como pode ser visualizado nas Figs.
(5.8) a (5.10).

Outra forma de avaliar este comportamento € observar que para Reynolds maiores (Re
= 300) a escala de comprimento geométrico ({) é muito maior do que a escala de comprimento
viscoso (v/U ), e desse modo o escoamento se desenvolve mais longe da entrada do canal.

Ao mesmo tempo, observa-se que valores superiores de Reynolds (Re = 300) provocam
overshoots mais elevados na entrada do canal (Fig. 5.10) quando comparado com Reynolds
menores (Re = 40 e 100).



5.3.1.2 Campo de temperatura
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Figura 5.11 Influéncia do nimero de Reynolds no campo de temperatura - CASO Il (Re = 40), CASO VI (Re =
100) e CASO | (Re = 300).
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Figura 5.12 Influéncia do nimero de Reynolds no desenvolvimento do perfil de temperatura ao longo do canal -
CASO I1I (Re = 40), CASO VI (Re = 100) e CASO I (Re = 300).
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Figura 5.13 Perfil de temperatura para o CASO IlI (Re = 40; Ha = 10; Pr=0,75; Ec=0,1; Eo=-0,5€ Twa1 =
0,0).
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Figura 5.14 Perfil de temperatura para 0 CASO VI (Re = 100; Ha =10; Pr=0,75; Ec=0,1; Ec =-0,5€ Tuz1 =
0,0).
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Figura 5.15 Perfil de temperatura para 0 CASO | (Re = 300; Ha = 10; Pr=0,75; Ec=0,1; Eg =-0,5e Tuz1 =
0,0).
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A Fig. (5.12) mostra que quanto maior o nimero de Reynolds, mais longe da entrada do
canal o regime térmico € estabelecido. Assim, valores maiores (Re = 300) fazem com que o
desenvolvimento térmico se estabeleca mais distante da entrada do canal (x > 2), quando se
compara com numeros de Reynolds baixos (Re = 40 e 100) em que o campo de temperatura
praticamente se desenvolve em x = 2 como pode ser visualizado nas Figs. (5.13) a (5.15).

Vale salientar que quando se analisa a influéncia do numero de Reynolds no
desenvolvimento térmico foi observado que para a faixa de valores avaliada, o problema nédo
pode ser considerado um problema de desenvolvimento simultdneo uma vez que o comprimento
de entrada hidrodindmico ndo tem a mesma ordem de grandeza do comprimento de entrada
térmico.

Este tipo de escoamento € chamado de perfil térmico em desenvolvimento e, neste caso,
a transferéncia de calor para o fluido inicia-se ap6s uma se¢do isotérmica, responsavel por
permitir o desenvolvimento da velocidade antes de o fluido penetrar na zona de transferéncia
de calor, uma vez que a conveccao térmica ocorre praticamente sob a condi¢do de um regime

completamente estabelecido.

5.3.2 Influéncia do nimero de Hartmann

5.3.2.1 Campo de velocidade
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Figura 5.16 Influéncia do nimero de Hartmann no campo de velocidade - CASO VII (Ha =4), CASO Il (Ha =
10) e CASO V (Ha =50).
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Figura 5.17 Influéncia do nimero de Hartmann no desenvolvimento do perfil de velocidade (componente axial)
ao longo do canal - CASO VII (Ha = 4), CASO Il (Ha = 10) e CASO V (Ha = 50).
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Figura 5.18 Perfil de velocidade para o CASO VII (Re = 40; Ha = 4; Pr =0,75; Ec =0,1; Eo =-10 e Ty21 = 0,0).
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Figura 5.19 Perfil de velocidade para 0 CASO Il (Re = 40; Ha = 10; Pr =0,75; Ec = 0,1; Eo = -10 € Tuz1= 0,0).



65

. Ha =50
1.07 —|
1.06 —I
1.05 — |
1.04 I{l
’% 1.03 — (\ y=0,0.6,0.7¢0.8
= B
N
I 102
,“\/’ o y=0
1.01 iB v
A
0.99 —]
0.98 —]
0.97 I

0 1 2 3 4 5 6 7 8
X

Figura 5.20 Perfil de velocidade para 0 CASO V (Re = 40; Ha =50; Pr=0,75; Ec =0,1; Eo = -10 € Tw1 = 0,0).

Como é possivel perceber a partir de uma rapida visualizacdo, nimeros de Hartmann
elevados (Ha = 50) indicam que as forcas eletromagnéticas (B/c"?) tém intensidade muito
maior do que as forca viscosas (.¥?), de modo que o escoamento se desenvolve mais
rapidamente (ja em x = 0.333) do que para nimeros de Hartmann menores (Ha = 4 e 10), onde
estes se desenvolvem com x = 1.333, de acordo com a Fig. (5.17).

No geral, o efeito global do aumento do nimero de Hartmann € tornar o perfil de
velocidade mais plano ou mais préximo de um perfil empistonado ao longo do canal, conforme
visto na Fig. (5.17) na curva de Ha = 50, ao contrério de valores mais baixos de Ha (4 e 10) em
que a curva tem um perfil parabdlico. A consequéncia disto é que para valores de Hartmann
elevados se traduzem em elevacdo dos gradientes de velocidades (e logo, fator de atrito, pressdo

e gradiente de presséo).
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Figura 5.21 Influéncia do nimero de Hartmann no campo de temperatura - CASO VII (Ha = 4), CASO Il (Ha =
10) e CASO V (Ha = 50).
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Figura 5.22 Influéncia do nimero de Hartmann no desenvolvimento do perfil de temperatura ao longo do canal -
CASO VII (Ha=4), CASO Il (Ha =10) e CASO V (Ha = 50).
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Figura 5.23 Perfil de temperatura para 0 CASO VII (Re=40; Ha=4; Pr=0,75;Ec=0,1; Eo =-10 e Tyz1 =
0,0).
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Figura 5.24 Perfil de temperatura para 0 CASO Il (Re =40; Ha=10; Pr=0,75; Ec=0,1; Eg =-10 e Tw21=0,0).
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Figura 5.25 Perfil de temperatura para 0 CASO V (Re = 40; Ha = 50; Pr =0,75; Ec = 0,1; Eg = -10 e Tw1=0,0).
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A Fig. (5.22) ilustra o comportamento do perfil térmico com o0 aumento do nimero de
Hartmann para os trés casos avaliados, de modo que para Ha = 50 a intensidade do campo de
temperatura é mais elevada com relacdo a Ha = 4 e 10 em funcéo da intensidade do campo
magnético transversal ser maior.

Na posicdo x = 16, pode se dizer que todos os perfis térmicos ja se desenvolveram,
exceto o de Ha = 4, que por ser o valor mais baixo dentre os avaliados, desenvolve-se um pouco
depois dos demais casos. Deste modo, pode se afirmar que o regime térmico é estabelecido tdo
mais proximo da entrada do canal, quanto maior for o valor de Ha, como pode ser visualizado
nas Figs. (5.23) a (5.25).

Finalmente, é importante ressaltar que na analise do nimero de Hartmann, pode ser
considerado que, desprezando-se a regido muito proxima a entrada do canal, a transferéncia de
calor por conveccdo deve ocorrer praticamente sob uma condicdo de escoamento
completamente desenvolvido, isto €, pode-se tratar o problema como um problema de entrada
térmica (perfil térmico em desenvolvimento), e ndo de desenvolvimento simultaneo, uma vez

gue o comprimento de entrada hidrodindmico é muito pequeno.

5.3.3 Influéncia do nimero de Eckert
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Figura 5.26 Perfil de velocidade para: CASO IV (Ec = 0,0), CASO IX (Ec =0,1) e CASO X (Ec = 1).
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Figura 5.27 Influéncia do nimero de Eckert no campo de temperatura - CASO IV (Ec = 0,0), CASO IX (Ec =
0,1) e CASO X (Ec = 1).
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Figura 5.28 Influéncia do nimero de Eckert no desenvolvimento do perfil de temperatura ao longo do canal -
CASO IV (Ec =0,0), CASO IX (Ec =0,1) e CASO X (Ec = 1).
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Figura 5.31 Perfil de temperatura para 0 CASO X (Re =100; Ha=4; Pr=1,0; Ec=1; Eo = 0,0 e Twe1=0,0).
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A Fig. (5.27) ilustra o comportamento do perfil de temperatura com a elevacdo do
namero de Eckert para os trés casos avaliados, de modo que para Ec = 1 (Fig. 5.31), a energia
cinética é numericamente igual a entalpia (dissipacéo viscosa é maior) e, por consequéncia
disso, o perfil térmico se estabelece longe da entrada do canal (x > 40), mesmo que o perfil
hidrodindmico ja tenha se desenvolvido proximo de x = 5. O mesmo acontece na Fig. 5.29, em
que Ec = Eo = 0 (sem dissipacdo viscosa e sem a contribuicdo elétrica do aquecimento Joule).

No caso em que Ec = 0.1, a energia cinética (U%) é menor do que a entalpia (CpAT),
resultando que o perfil térmico se estabelece logo em x =5 e como consequéncia pode se afirmar
que este caso é de desenvolvimento simultaneo (térmico e hidrodindmico) uma vez que Ln = Lt
=5, como pode ser observado nas Figs. (5.26) e (5.30), e neste caso, tanto o desenvolvimento
hidrodindmico como o térmico se iniciam ao mesmo tempo.

E necessario destacar que na analise do nimero de Eckert o problema fisico dos CASOS
IV e XIII pode ser considerado como um problema de entrada térmica, j& que 0 comprimento
de entrada hidrodindmico é muito pequeno, em comparagdo com o comprimento de entrada

térmico.

5.3.4 Influéncia do parametro elétrico
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Figura 5.32 Perfil de velocidade para: CASO Il (Eo = -10), CASO Il — (Eo =-0,5), CASO Xl (Eo = 0,0) e
CASO XII (Eo = 1).
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Figura 5.33 Influéncia do parametro elétrico no campo de temperatura - CASO Il (Eo = -10), CASO Il — (Eo = -
0,5), CASO XI (Eo = 0,0) e CASO XII (Eo = 1).
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Figura 5.34 Influéncia do parametro elétrico no desenvolvimento do perfil de temperatura ao longo do canal -
CASO Il — (Eo = -10), CASO |1l — (Eo = -0,5), CASO XI (Eo = 0,0) e CASO XII (Eq = 1).
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Figura 5.35 Perfil de temperatura para 0 CASO Il (Re = 40, Ha = 10; Pr=0,75; Ec = 0,1; Eo = -10 e Tw1=0,0).
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Figura 5.37 Perfil de temperatura para 0 CASO XI (Re = 40, Ha =10; Pr=0,75; Ec=0,1; Eg=0,0 € Tuz1 =
0,0).
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Figura 5.38 Perfil de temperatura para 0 CASO XII (Re = 40; Ha = 10; Pr=0,75; Ec =0,1; Eo = 1 e Tw21 = 0,0).

Observando a Fig. (5.36) onde € mostrado o comportamento do perfil de temperatura
com a elevacao do parametro elétrico para os trés casos analisados, de modo que para Eo = -10
(maior pardmetro elétrico em médulo — Fig. 5.35), Eo = 0 (sem uma parte da contribui¢do do
aquecimento Joule — Fig. 5.37) e Eo = 1 (Fig. 5.38) o perfil de temperatura se desenvolve longe
da entrada do canal (x = 12), bem depois do perfil hidrodindmico que ja se apresenta
estabelecido préximo de x = 2. Esse comportamento indica que estes casos devem ser tratados
como problemas de perfil térmico em desenvolvimento, pois o comprimento de entrada térmico
tem ordem de grandeza muito maior do que o comprimento de entrada hidrodinamico.

Para Eo = -0.5 0 comportamento do desenvolvimento dos perfis térmico e hidrodindmico
é bem semelhante, sendo que os dois se estabelecem proximo de x = 2. Neste sentido, 0 mesmo
pode ser considerado como um problema de desenvolvimento simultaneo, uma vez que o
comprimento de entrada térmico tem a mesma ordem de grandeza do comprimento de entrada

hidrodinamico, conforme é visualizado nas Figs. (5.33) e (5.36).
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0.4 0.8 12 16 2 24 238 32 36 4

5.3.5.1 Campo de temperatura

Re=40; Ha=10; Ec=0.1; E,=-10e T,,,=0
y=0
/”_
-
.7 - - == Pr=075
’ Pr=0.1
/
/
/ y=0.6
/ - TTTTTTTTTTTTTTTTTT
/ < _
/ // __________________ }___0‘7___
, - -
! y -
l/// y708
1y, R
1, -~
1, -
w, oD e oo __ =09 |
uy - -~ -
7'/%;
0 L I

75

Figura 5.40 Influéncia do nimero Prandtl no campo de temperatura - CASO VIII (Pr=0.1) e CASO Il (Pr =
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Figura 5.41 Influéncia do nimero Prandtl no desenvolvimento do perfil de temperatura ao longo do canal -

CASO VIII (Pr =0.1) e CASO Il (Pr = 0.75).
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Figura 5.42 Perfil de temperatura para 0 CASO VIII (Re =40; Ha=10; Pr=0,1; Ec=0,1; Eo=-10 e Tyz1 =

0,0).
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Figura 5.43 Perfil de temperatura para o CASO Il (Re = 40, Ha = 10; Pr=0,75; Ec = 0,1; Eo = -10 e Tw1=0,0).

A Fig. (5.40) mostra o comportamento do perfil de temperatura para dois casos com
valores distintos de numero de Prandtl.

No CASO Il que apresenta Pr = 0.75 (Fig. 5.43) a difusdo de quantidade de calor ()
tem quase a mesma ordem de grandeza da difusdo de quantidade de movimento (v) e desse
modo, é observado que o perfil de temperatura se desenvolve mais longe da entrada do canal (x
=16), que € maior do que o comprimento de entrada hidrodinamico que é de x = 1.6 (Fig. 5.39)
e desse modo, este caso deve ser tratado como um problema de entrada térmica em
desenvolvimento, uma vez que a dissipagdo (UCp) € determinante, retardando o
desenvolvimento do perfil térmico com relagdo ao perfil de velocidade.

Na Fig. 5.42 do CASO VIII (Pr = 0.1) a taxa de difuséo viscosa tem ordem de grandeza
bem menor do que a taxa de difusdo de calor e deste modo, o perfil térmico se estabelece mais
préximo da entrada do canal (x = 4). Assim, quando € comparado com o campo de velocidade
0 comprimento de entrada térmica é préximo do comprimento de entrada hidrodinamico. Esse
comportamento ocorre em fungéo de, neste caso, a transferéncia de calor por conducéo (k) ser
favorecida, o que resulta que 0 mesmo deve ser tratado como um problema de desenvolvimento
simultaneo, uma vez que a transferéncia de calor por conveccao se inicia imediatamente apos a
entrada de um fluido no duto, e assim, tanto a camada limite hidrodindmica como a camada

limite térmica comecam a se desenvolver instantaneamente.



78

CAPITULO VI

6 CONCLUSOES E SUGESTOES

No presente trabalho, foi desenvolvido e analisado o problema do escoamento MHD
simultdneo (desenvolvimento hidrodindmico e térmico) de um fluido condutor elétrico,
newtoniano, incompressivel, submetido a um campo magnético externo de intensidade
constante em um canal de placas planas e paralelas por meio de uma modelagem formulada a
partir da equacdo de Navier-Stokes e da equacao de Energia, em que a solucdo foi obtida através
da Técnica da Transformada Integral Generalizada - GITT.

A partir dos resultados apresentados e da andlise feita sobre os mesmos foi possivel
concluir que:

- O procedimento de filtragem aplicado as equacGes originais foi considerado
apropriado no processo de aceleracdo de convergéncia, tendo em vista que, as solucdes dos
campos na regido completamente desenvolvida sdo automaticamente recuperadas pelos
mesmos, caracterizando-se assim como uma vantagem adicional associada ao tipo de
metodologia empregada;

- As analises de convergéncia das expansdes/series que representam 0s campos de
velocidade e temperatura e de outros pardmetros correlatos, demonstraram, através de sua
natureza hibrida, a eficacia das mesmas para fins de verificagdo numérica;

- A verificacdo dos resultados realizada em comparacdo com aqueles de outros autores
(obtidos numericamente ou de forma hibrida) foi considerada satisfatéria, de modo que o codigo
computacional desenvolvido pode ser empregado para investigagfes mais aprofundadas dos
casos aqui avaliados e de mais efeitos e condi¢des sobre 0 escoamento e a transferéncia de calor
no canal;

- A GITT mostrou-se como uma técnica robusta e versatil na solucdo do problema néo-
linear proposto, possibilitando assim, a extensdo da mesma na solugdo desta classe de
problemas que envolvem fenbmenos eletromagnéticos.

- Ressalta-se que a técnica aplicada (GITT) juntamente com o tipo de formulagdo mais
completa (equagdo de Navier-Stokes), ainda ndo tinham sido tema de trabalhos prévios,
representando uma expansdo na aplicacdo da metodologia, bem como dos resultados,
considerados mais genéricos em fungdo de levar em conta os efeitos de entrada,

desconsiderados em trabalhos anteriores.
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Conclui-se, deste modo, que o objetivo do trabalho foi alcangado de forma satisfatoria,
uma vez que foi realizada uma anlise detalhada com relacdo ao fendmeno do escoamento
MHD em um canal de placas paralelas com transferéncia de calor.

Como sugestdes para trabalhos futuros destacam-se:

- Desenvolver um modelo em que as propriedades fisicas e de transporte sejam
dependentes da temperatura, de modo a considerar uma gama de aplicacGes mais genéricas;

- Estender a anélise para uma quantidade maior de casos e, deste modo, abranger uma

maior variedade de aplicacdes, possibilitando uma compreenséo maior acerca do fenémeno.
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ANEXO A
CAMPO DE FUNCAO CORRENTE COMPLETAMENTE DESENVOLVIDO

O campo de funcéo corrente completamente desenvolvido pode ser obtido expandindo
a Eq. (2.41) - Equacdo de Navier-Stokes - para a coordenada x em geometria retangular e

simplificando a mesma pelas suposicdes das apresentadas no inicio do capitulo, resultando em:

y— = J,B,=0 (A1)

V— = oB, (E; +uB,)=0 (A.2)

Rearranjado e dividindo-se toda a Eq. (A.2) por V, gera:

2
du gy =_i(_@j+ﬁzc (A.3)
dy vo\ | oX Vo
Em que:
2
F- 95 (A4)
7%

Pelo método dos coeficientes a determinar, a EDO (A.3) tem uma solucéo geral do tipo:

u(y)=u,(y)+u,(y) (A5)

Em que a solugao da parte homogénea(u, e a solugéo da parte particular (u,, ) da Eq.

(A.5) sdo dadas, respectivamente, por:

u, (y)=C,cosh (\/Ey) +C, senh (\/Ey)

, ) (A.6,a-d)
U, (Y) =AY +AY+A; U (Y)=2Ay+A;  u(y)=2A

Substituindo-se a (A.6,b-d) em (A.3), obtém-se:

_FAY?—FAy+2A—FA =C (A7)
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De modo que A =A, =0 e entdo, a relacio da constante A; pode ser encontrada:

—FA3:C—>A3:—%—>A3:—CO (A.8)

Em que, a constante Co é dada por:

Co=—7= (A.9)
Assim, reescrevendo-se a solucdo geral da Eq. (A.5), chega-se a:
u(y)=C, cosh(\/Ey)jLC2 senh («/Ey)—CO (A.10)

u(b)=0; u(-b)=0 (A.11.a,b)

Aplicando-se as condi¢des de contorno (A.11.a,b) em (A.10), tem-se que as constantes

C, e C,Sd0 encontradas:

O—"

> . - A.12.a,b
' cosh(\/Ea)’ €. =0 ( 2D

Substituindo-se as constantes (A.12.a,b) em (A.10), obtém-se:

u(y)= cosh(\/_a)COSh(\/_y) (A.13)
) I cosh(JEy) ) cosh(\/fy)
u(y)_Co_—l+m — u(y)=-C, 1—m
—C*_l cosh(\/Ey)
u(y)= _—W (A.14)
Em que

(A.15)
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Para a determinagdo de C* utiliza-se a velocidade média (U), conforme mostra a Eq.
(A.16):

j jlu(y)dydz
u === *bc - (A.16)
j j dydz
1 b cosh(\/fy) _C* 1 senh(JEy) i
U=t _%C b{l cosh(«/Eade Y _%{yﬁcosh(«/fa) R
U:C* oL senh(\/Eb)+senh(\/Eb)
2b JF cosh(\/Eb) cosh(\/Eb)
c 9 senh(«/fb) o 1 senh(\/Eb)
U = Zb_«/Ecosh(\/Eb)} - U= o {b_\/Ecosh(\/Eb) (A.17)
Isolando a constante C* em (A.17), tem-se a Eq. (A.18):
c U (A.18)

L1 senh (/Fb)
bJF cosh(«/Eb)

Usando agora a definicdo de vazdo volumétrica (Q*), aplica-se a seguinte integral dupla
na Eq. (A.14), conforme mostra a Eq. (A.19):

Q*=

Lo
Le—c

u(y)dydz (A.19)

—a

a {1 cosh(ﬁy)

o 1 senh(JFy) ’
Q*=2cC J' m L

]dy ” Q*:ch*lyﬁ cosh(JEb)

o 1 senh(\/Eb) senh(\/E(—b))
Or=acc {Zb_ﬁ{cosh(\/ﬁb)_ cosh(\/Eb)
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1 senh(«/Eb)

Q*=2c2bC"|1- A.20
bJ/F cosh(\/Eb) (A.20)
Isolando a constante u/c* em (A.18), tem-se a Eq. (A.21):
1 senh(\/Eb) U
1- = (A.21)
bVF cosh(\/Eb) C
Logo, substituindo-se (A.21) em (A.20), resulta em (A.22):
Q*=2c2bC’ U* — Q*=2c2bU — U = Q* (A.22)
C 2c2b

O perfil de velocidade em funcdo da velocidade média (U) é obtido a partir da
substituicdo de (A.18) em (A.14), resultando em (A.23):

cosh(«/Ey)
1\ )

cosh(ﬁb)

1 senh(«/Eb)

o b/F cosh (\/Eb)

u(y)=u

(A.23)

Fazendo a substituicdo de (A.22) em (A.23), e dividindo-se toda a equagdo por U, 0

perfil de velocidade em funcgdo da vazao volumétrica (Q*) é obtido:

cosh(ﬁy)
u(y)  Q* _cosh(ﬁb)
U U22b 1 senh(ﬁb)

- bJ'F cosh (\/Eb)

(A.24)

Logo, aplicando (A.4), rearranjando-se a equagdo de modo a obterem-se 0s grupos

adimensionais (3.4,a-d) e considerando a mudanga de notagdo:u*=uey*=vy, a Eq. (A.24)

fica:

u(y)=0gK[ cosh(Ha)—cosh(Hay)] (A.25)

Em que:
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K= {cosh (Ha)- senh Ha%a}l (A.26)
4= U(220*2b (A7)

Aplicando-se a funcdo corrente definida em (3.7.a) na Eq. (A.25), obtém-se a Eq.
(A.28):

dv., (y)
dy

= gK [ cosh (Ha)-cosh (Hay) | (A.28)

u(y)=

jd‘Pw (y)dy= j gK [ cosh(Ha)—cosh (Haa) [der

-1

W, (y) -, (-1)=aK [“C"Sh (Ha) =M Hao%a}yl

1 senh ( Hay
‘Pm(y):C1+qKE+qK[ycosh(Ha)— ( %a} (A.29)

Chegando ao perfil de velocidade completamente desenvolvido na Eq. (A.30):

‘Pw(y):q+Cl+qK[ycosh(Ha)—senh(Hay%a} (A.30)

Aplicando-se o limite em que Ha=0, resulta:

3

‘{’w(y)zq+Cl+qK(y—y?j (A.31)

Em que K=%.



90

ANEXO B
CAMPO DE TEMPERATURA TERMICAMENTE DESENVOLVIDO

O campo de temperatura termicamente desenvolvido pode ser obtido expandindo a Eg.
(2.48) — Equacéo da Energia - para a coordenada x em geometria retangular e simplificando a
mesma pelas suposicOes apresentadas no inicio do capitulo aplicando as modificacbes

algébricas para obter a equacdo em termos de varidveis adimensionais, resultando em:

o°T : 2
f+4Ec(duwj | 4EcHa (E,+u)’ =0

oy’ Re | dy Re

o°T,

2

2
+ PrEc[ddL;} +PrEcHa’® (E, +u)2 =0 (B.1)
Derivando-se a Eq. (A.28) em relacdo a y, obtém-se:

d;w = —gKHasenh(Hay) (B.2)

Logo, substituindo-se a Eq. (B.2) em (B.1) e apds algum rearranjo, resulta:

o°T,

2

+EcHa’ Pr{2¢”K? cosh’ (Hay) +
(B.3)

—20K [ E, +gK cosh(Ha) Jcosh (Hay ) - q°K? + E, + K cosh( Ha)]z} =0
Separando as variaveis e integrando-se duas vezes a Eg. (B.3), tem-se:

2 quz 2
T. =C,y—-EcHa“Pr{——senh“(Hay)+
 =Cy {ZHa (Hay)
B.4
2k &9

2
no? | E,+0K cosh(Ha) |cosh(Hay)+| E; +gK COSh(Ha)]Z y?}+ c,
T, (-1)=0; T (1)=Tomn E5a0)

Aplicando-se as condicGes de contorno (B.5.a,b) em (B.4), tem-se que as constantes

C, eC, sfo encontradas:
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21 2

C, =&, CZZM+EcHazPr{q Kzsenhz(Ha)+
2 2 2Ha
20K B.6.a,b
—Q[EO+chosh(Ha)]cosh(Ha)+ (B.6.a,b)
+[E0+chosh(Ha)]z}
2

Substituindo-se as constantes (B.5.a,b) em (B.4), obtém-se o perfil de temperatura

termicamente desenvolvido na Eq. (B.7):

T 2 q°’K? 2
T, (y):T(y+l)+ EcHa*Pr ﬁsenh (Ha)|1-

senh? (Hay)
Ha

senh’(Ha)

_ 29K
Ha?

[E,+0K cosh(Ha)]cosh(Ha){l—%} (B.7)

N [E;+0aK c;)sh(Ha)] i yz)}

Fazendo o limite em que Ha=0, obtém-se:

2
3EcPrq (1_ y“)

T (y)=—2(y+1)+ 2

(B.8)
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ANEXO C
PRINCIPAIS PARAMETROS DE COMPARACAO

Outros parametros relacionados aos campos de velocidade e temperatura se fazem
necessarios para a avaliacao e verificacdo dos resultados. Séo esses parametros o gradiente de
velocidade na parede, o qual estd associado com o fator de atrito (poténcia de bombeamento) e
a temperatura média de mistura e o gradiente de temperatura na parede, associados ao nimero

de Nusselt local.

a) Fator de Atrito de Fanning ( f ) — é funcdo da tensdo de cisalhamento média nas

paredes do canal (gradiente de velocidade médio) e € associado aos requisitos de poténcia para
bombeamento do fluido, sendo definido por:

fo_tw

U2

1
2

E a tensdo de cisalhamento na placa superior é dada por:

T _
! y=b ay

oy
De modo que o fator de atrito fica:

ov

OX

y=b

y=b

—
Y
ZPU

y=b

Apds uma manipulacdo algébrica, é possivel explicitar o Numero de Reynolds:

1 ou

f=-8_%

Re oy

y=1

E desse modo, o produto do fator de atrito pelo nimero de Reynolds fica:

fRe = —S(GZEIJ
oy

Empregando-se os grupos adimensionais, a solugdo particular (filtro) e aplicando a

y=1

transformacéo, obtém-se:
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16 (& ,-
fRe_8qKHasenh(Ha)+$(Zyi ¥, (x)) (C.1)

i=1

E aplicando-se o limite Ha=0, obtém-se:

fRe =16gK +%(iyi2\?i (x)j (C.2)

i=1

b) Temperatura Média de Mlstura( ) por defini¢do, a temperatura média de mistura

é dada por:

Assim, fazendo as substituicdes e alguma algebra necessarias, resulta:

T, = T j uTdy

Aplicando a adimensionalizacdo, o filtro e a transformacgéo integral, a temperatura

média fica:

(iim TE +3NT+30F, + j (C.3)

1 | i=1 i=1

Onde:

Mij :J‘jlf‘i(y)&j'(y)dy (C4)
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1 dwv
Ny =[ i (y) ;y(y) dy (C.5)
0 =[ 4 (YT, (v)oy (C.6)
1 dT
=1 () ey )

c) NUmero de Nusselt Local ( Nui) — € funcdo do fluxo de calor nas paredes do canal,

sendo definido por:

- Na parede inferior:

NUl — hlEh

Mas, a partir do balanco de energia na parede, obtém-se:

De modo que o Nusselt local na parede inferior na sua forma adimensional, filtrado e

transformado fica:

(i I ( f. de

Ty

} (C.8)

Em que a derivada da solucédo particular do campo de temperatura aplicado na parede

inferior é dada por:

dT,
dy

= % + EcHaPrq”K?senh (Ha)cosh (Ha) +

y=-1

— 2qKEcHaPr| E, +gK cosh (Ha)]senh (Ha) + (C.9)
+EcHa’Pr| E, +gK cosh( Ha)]2
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E no limite em que Ha=0, a derivada é dada por:

dT,

—_ :M+3E0Prq2 (C.10)
dy vt

- Na parede superior:

E assim, o Nusselt local na parede superior fica:

Ny, =4 (i df", (1) o

- Tm _TW21 i=1 dy I W

J (C.11)

Em que a derivada da solucéo particular do campo de temperatura aplicado na parede

superior é dada por:

dT,
dy

- % — EcHaPrqg’K?* senh (Ha)cosh (Ha) +

y=1

+2qKEcHaPr[ E, +gK cosh (Ha) ]senh (Ha) + (C.12)
— EcHa’Pr|[ E, + K cosh ( Ha)]2

E no limite em que Ha=0, a derivada é dada por:

dT,
dy

:%—BEcPrqz (C.13)

y=1

Mas, em funcéo das temperaturas entre as duas paredes serem iguais, 1, =1,,, para

esta aplicacao, resulta que a relagdo entre estas temperaturas (TWZl)é igual a 0, de modo que:
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Nu, = Nu, (C.14)

d) Fator de Atrito Médio e Ntmero de Nusselt Médio( f,, e Nu, ):
f,==[f(£)d¢ (C.15)
Nu,, == [ Nu, (£)d¢ (C.16)

Nu,, == [ Nu, (¢)d¢ (C.17)



