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Resumo

A Técnica da Transformada Integral Generalizada é aplicada na solugdo das equacgdes de
Navier-Stokes para um duto de geometria irregular na forma senoidal em um escoamento
incompreensivel e laminar. Para isso, foi utilizada a formulacdo em termos de funcéo
corrente. Um filtro geral foi adotado que se adapta ao contorno irregular para aumentar a
convergéncia da solucdo. Foram analisadas diversas geometrias modificando-se a razdo de
comprimento (A/a) e a razéo de altura (Hmin/Hmax) para numero de Reynolds na faixa de 25 a
400. Para 0 mesmo numero de Reynolds elevando um dos dois pardmetros geométricos a
recirculacdo do escoamento é menor e a diminuicdo de um dos pardmetros eleva a
recirculacdo do escoamento. A recirculacdo no caso onde AMa = 16 e Hpyin/Hmax = 0.7 € pouco
acentuada em Reynolds = 400. Considerando a configuracdo onde Aa = 4 € Hpyjn/Hmax = 0.3 é
possivel gerar vorticidade em nimeros de Reynolds de baixo valor (Re = 25). O fator de
atrito, baseado nas forcas viscosas, calculado apresentou 0 mesmo comportamento dos
trabalhos da literatura.

PALAVRAS-CHAVE: Técnica da Transformada Integral Generalizada, Navier-Stokes,
geometria irregular.



Abstract

The Generalized Integral Transform Technique is applied solve the Navier-Stokes equations
for an irregular geometry duct in sinusoidal shape in an incomprehensible and laminar flow.
The formulation was used in terms of current function. A general filter has been adopted that
adapts to the irregular contour to increase the convergence of the solution. Different
geometries were analyzed by modifying the length ratio (A/a) and the height ratio (Hmin/Hmax)
for Reynolds number in the range 25-400. For the same Reynolds number rising one of the
two geometrical parameters the flow recirculation is lower and the decrease of the parameters
increases the flow recirculation. The recirculation for A/a = 16 and Hmin/Hmax = 0.7 is low in
Reynolds = 400. Considering the configuration where A/a = 4 and Hpin/Hmax = 0.3 the flow
recirculation is observed at low Reynolds numbers (Re = 25). The friction factor, based on the
viscous forces, calculated showed the same pattern of the literature.

Keywords: Generalized Integral Transform Technic, Navier-Stokes, irregular geometry.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

Este capitulo apresenta as motivacdes e objetivos que levaram ao estudo do
escoamento laminar em canais de paredes irregulares de fluidos newtonianos com a aplicagéo
da Técnica da Transformada Integral Generalizada (GITT) nas equagdes de Navier-Stokes

associadas ao problema fisico discutido.

1.1 MOTIVACAO

A modelagem matematica para solucdo de problemas de escoamento de fluidos
baseia-se nas equacdes de Navier-Stokes. O escoamento de fluidos pode ser encontrado em
varias aplicacdes relacionadas a industria em geral. Dentre elas, envolvendo principalmente
fluidos newtonianos incluem o escoamento de liquidos em plantas de processamento quimico,
recirculacdo de agua em torres de resfriamento, escoamento de ar no condicionamento e
ventilacdo de salas e resfriamento de equipamentos eletrdnicos.

Segundo Kundu (2001), para a maioria das geometrias encontradas em trocadores de
calor de escoamento transversal, a taxa de transferéncia de calor por unidade de &rea pode ser
aumentada pelo aumento da velocidade de escoamento e esta taxa varia proporcionalmente
com a velocidade. A perda de energia por friccdo também € aumentada com a velocidade do
escoamento, mas neste caso, a energia varia proporcionalmente com o cubo da velocidade. O
projeto otimizado deve entdo levar em conta esse comportamento que permite combinar as
especificacOes tanto da taxa de transferéncia de calor e do fator de atrito. A modelagem
matematica envolvida no processo de solucdo do problema abordado no projeto de tais
processos € baseada nas equacdes de Navier-Stokes e da energia.

Devido a complexidade das equacGes de Navier-Stokes por seu carater fortemente néo
linear e acoplado a mesma sO0 permite solucdes analiticas ao assumirem-se hipoteses
simplificadas ou ao se considerar casos limites para o niumero de Reynolds em condicGes
muito especificas. Essas hipoteses impedem a reproducdo fiel da realidade, mas s&o
suficientemente aproximadas para nimero de Reynolds elevados e em pontos distantes da
entrada.

Ao longo dos anos sessenta e setenta métodos numéricos foram desenvolvidos para a

solugdo das equacgdes completas de Navier-Stokes em paralelo com a evolugdo dos



computadores de alta velocidade. Dentre esses métodos destacam-se os de diferencas finitas
(e suas variantes) (STONE & VANKA, 1996; NICENO & NOBILE, 2001; HAITHAM, et
al., 2005), elementos finitos (PARVIN & HOSSAIN, 2012) e volumes finitos (WANG &
VANKA, 1996; MAHMUD et al., 2002; RAMGADIA et al., 2012), este ultimo empregado
principalmente na Dindmica dos Fluidos Computacional (CFD).

A Técnica da Transformada Integral Generalizada (GITT) é uma técnica de solucdo
analitico-numérica que ao longo das Ultimas décadas € aplicada em varios problemas
convectivos-difusivos de transferéncia de massa, calor e quantidade de movimento. Em
escoamentos bidimensionais essa técnica, atualmente, é bem dominada tanto para modelos de
camada limite (MACHADO & COTTA, 1995; FIGUEIRA da SILVA et al.,1996) como para
equacdo de Navie-Stokes (PEREZ GUERREIRO & COTTA, 1995; SILVA, 2003)
formuladas tanto em sua forma mais usual de varidveis primitivas quanto a partir da
formulacdo em termo de fungdo corrente.

A Técnica da Transformada Integral Generalizada (GITT) foi estendida para solucao
de escoamentos laminares em alguns dutos de geometrias irregulares seja em expansdo
gradual (PEREZ GUERREIRO, 1996; PEREZ GUERREIRO et al., 1995), seja em geometria
senoidal (SILVA, 2003). Recentemente somente um artigo foi publicado nessa &rea
(CASTELLOES et al., 2010), assim, a principal motivacéo deste presente trabalho é o intuito
de se ampliar a ideia da solucdo hibrida de problemas com paredes de geometria irregulares

descritas por uma funcéo qualquer e retomar a aplicacdo da GITT na solucdo dos mesmos.

1.2 OBJETIVOS

Na presente dissertacdo objetiva-se corroborar e ampliar a metodologia de solugédo
empregada no trabalho de Silva (2003) para solucdo de problemas de escoamento em canais
com paredes de geometria irregular empregando-se a Técnica da Transformada Integral
Generalizada (GITT) para solucéo das equacdes da Navier-Stokes.

1.3 CONTRIBUICAO DA DISSERTACAO

A aplicagdo de uma fungdo qualquer como condicdo de contorno em problemas de
escoamento em canais com paredes irregulares facilita o estudo da escolha da melhor
geometria para o0s problemas ja apontados como exemplos no item 1.1 desse capitulo. Assim,

pode-se descrever a parede de um canal em termos de uma fungéo de posicgéo longitudinal e



aplicar-se a Técnica da Transformada Integral Generalizada (GITT) para descricdo do
escoamento ao longo do canal.

Além disso, 0 presente trabalho estuda as condi¢cdes de escoamento modificando o
duto em variaveis geométricas que nao foram estudadas nos trabalhos precedentes como a
amplitude da entrada do escoamento e o comprimento de onda da fungdo que rege as
condigdes de contorno.

1.4 SINTESE DO TRABALHO

O capitulo introdutério procura situar motivagGes e objetivos do presente trabalho
mostrando sua diferenca em relagcdo aos outros que inspiraram o desenvolvimento da mesma.
O Capitulo Il é dedicado a revisdo das principais literaturas sobre a solucdo das equacfes de
Navier-Stokes relacionada a escoamentos em canais com geometria irregular e suas solugdes
numéricas e hibridas. Também ¢é abordada uma breve revisdo da Técnica de Transformada
Integral Generalizada (GITT).

O Capitulo 11l é devotado a descricdo do problema abordado nesse trabalho assim
como sua modelagem matematica, metodologia de solucdo e descricdo do algoritmo
computacional utilizando na solugdo do problema. O Capitulo IV apresenta e discute 0s
principais resultados do presente trabalho e o Capitulo V mostra as principais conclusdes do
presente trabalho bem como algumas sugestdes para o prosseguimento do mesmo em etapas

futuras.



CAPITULO 2

REVISAO DA LITERATURA

2.1 DUTOS IRREGULARES

A dindmica de fluidos é o fenbmeno térmico que ocorrem em um canal de parede
irregular tém sido estudados em diferentes areas da ciéncia (SILVA, 2003). As superficies de
geometrias de paredes onduladas sdo, por exemplo, utilizadas em trocadores de calor
compactos (KAYS et al., 1984) onde a ondulacdo na geometria das paredes permite maior
eficiéncia na transferéncia de calor na superficie entre os dissipadores e o fluido resfriador
com o mesmo volume e peso do dissipador. Nas aplicacfes de transferéncia de calor gas-
liquido e gas-gas, baixas velocidades em conjunto com as baixas condutividades térmicas dos
gases (ou alta resisténcia térmica) requerem relativamente grande area de superficie (ou um
grande trocador de calor). O uso de trocadores de calor compactos fornece um método
atraente e vidvel de producgdo de trocadores de calor menores com melhores caracteristicas
termo hidraulicas, reduzindo, assim, os custos de materiais (JALURIA, 2008). Trocadores de
calor compactos sdo caracterizados por superficies onduladas com grande densidade de area
de superficie.

O estudo de transferéncia de calor através de uma superficie irregular é também de
interesse para aplicacdes na industria eletronica (BAR-COHEN et al., 1990). Para a medicina
esse estudo pode ser empregado em dispositivos médicos como um equipamento de dialise ou
um oxigenador de membrana, o escoamento através dos canais pode ser considerado laminar
devido ao baixo nimero de Reynolds em um canal estreito de viscosidade elevada
(NISHIMURA et al., 1990).

Os fendmenos térmicos que ocorrem em canais de paredes irregulares, principalmente
onduladas, bem como estudos experimentais e tedricos sdo encontrados na literatura da
dindmica de fluidos, como em Goldstein & Sparrow (1977), Xiao et al. (1989), Asako &
Faghri (1988) e Sunden & Trollheden (1989). Vérias caracteristicas sdo observadas sob
diferentes condi¢fes. Na maioria dos casos a parede ondulada melhora a transferéncia de
calor mesmo sem gerar turbuléncia em condicdes com numero de Reynolds baixos. Para
numeros de Reynolds elevados a velocidade é suficientemente alta para gerar o fenémeno de

turbuléncia que pode acentuar o coeficiente de conveccdo local. Assim, os fatores mais



contundentes para o estudo tanto do escoamento em questdo como da transferéncia de calor
no mesmo sdo a geometria da parede, as propriedades do fluido e a natureza do escoamento.

Além disso, a geometria irregular em dutos pode ser utilizada em outras areas onde a
transferéncia de calor ndo é o fator mais relevante. Na producdo de biodiesel, uma das
condicBes para a reacdo de transesterificagdo ocorrer é a agitacdo vigorosa do meio, a
aplicacdo da geometria ondula em microcanais pode ser entdo utilizada para gerar maior
vorticidade e consequentemente agitacdo do meio reagente mesmo em nimeros de Reynolds
baixos.

Os canais escolhidos para o estudo dos fendmenos citados geralmente possuem
condicBes de contorno de geometria relativamente simples e periddicas como funcGes
senoidais (em fase ou ndo), triangulares, retangulares, trapezoidais ou em formas de arco.

Vérias tentativas de solucdes numéricas para as equacOes de Navier-Stokes foram
obtidas utilizando os métodos de diferencas fintas, volumes finitos e elementos finitos.
Alguns experimentos também foram conduzidos com a finalidade de estudar o
comportamento em canais com geometria irregular.

Kawaguti (1961) foi o primeiro pesquisador a fornecer resultados numéricos para as
equacOes de Navier-Stokes para o problema da concavidade para diferentes razdes de aspecto,
utilizando o método de diferencas finitas. Porém a sua solucdo convergia somente para
namero de Reynolds até 64.

Nishimura et al. (1990) estudaram experimentalmente a transferéncia de massa em
canais com paredes senoidais em regime estacionario em numeros de Reynolds moderados e
concluiram que para ndmeros de Reynolds baixos o escoamento pode ser considerado
bidimensional, porém para o canal com paredes em forma de arco um recirculacdo
tridimensional foi observado antes do escoamento se tornar ndo estacionario.

Wang & Vanka (1995) estudaram numericamente as taxas de transferéncia de calor
para 0 escoamento através de passagens periddicas de ondas até o nimero de Reynolds em
torno de 180. Observaram que no escoamento em regime estacionario os nimeros de Nusselt
médio para o canal de parede ondulada sdo ligeiramente maiores comparados com os de
canais de placas paralelas e que o aumento da transferéncia de calor na regido de transicgéo, se
da com o aumento do fator de atrito.

Stone & Vanka (1999) estudaram o escoamento em desenvolvimento e a transferéncia
de calor utilizando um esquema numérico na solugdo do escoamento bidimensional ndo

estacionério e equacbes de energia em passagens onduladas, onde apresentaram célculos para



um canal constituido de 14 comprimentos de onda. As simula¢cdes dependentes do tempo
foram realizadas para varios numeros de Reynolds. Para baixos nimeros de Reynolds, o
escoamento é estaciondrio em todo canal, e com o aumento progressivo do numero de
Reynolds o escoamento torna-se ndo estacionario. Os resultados mostraram que ocorre uma
mistura do fluido no centro da parede do canal, desse modo observa-se que hd um aumento na
taxa de transferéncia de calor e que com o aumento do numero de Reynolds o escoamento
torna-se ndo estacionario em qualquer posicéo espacial.

Rush et al. (1999) estudaram experimentalmente a transferéncia de calor nas regides
laminar e de transicdo em um canal de passagens sinuosas. As paredes do canal apresentam de
12 a 14 comprimentos de onda variando-se a amplitude da onda, angulo de fase e 0s espacos
entre as paredes. Observaram-se instabilidades proximas a saida do canal para altos niUmeros
de Reynolds.

Kundu (2001) estudou numericamente a convecgdo forcada em regime laminar em
dutos bi e tridimensionais de geometria senoidal. O autor aplicou a técnica de Volumes
Finitos para solucdo do problema e observou o aparecimento no canal tridimensional de
recirculacdo longitudinal e transversal ao escoamento ajudando na mistura do fluido e
consequentemente promovendo a transferéncia de calor.

Niceno & Nobile (2001) analisaram 0 escoamento e a transferéncia de calor em duas
geometrias de canais com paredes onduladas. As duas geometrias consideradas foram uma
senoidal (para Re = 175-200) e outra em forma de arco (para Re = 60-80). Ambas as
geometrias exibiram um aumento significativo na taxa de transferéncia de calor em até trés
vezes maior para 0 maior nimero de Reynolds. Esse aumento é maior para o canal em forma
de arco, mas é acompanhado pelo aumento do fator de atrito.

Wang & Chen (2002) analisaram as taxas de transferéncia de calor para um
escoamento através de um canal curvo com sinuosidades, usando o método simples de
transformacdo de coordenadas e o método de diferencas finitas de direcdes alternadas. Os
resultados mostraram a amplitude do nimero de Nusselt e 0 aumento do coeficiente de atrito
com o aumento do nimero de Reynolds e a razdo de amplitude do comprimento de onda.

Haitham et al.(2005) analisou a transferéncia de calor e quantidade de movimento em
canais com formas senoidal e em forma de arco utilizando o método de diferencas finitas
denominado SIMPLE (semi-implicit method for pressure-linked equations). Em ambos o0s
casos o0 estudo mostrou que a recirculagdo aumentou com o aumento do numero de Reynolds,

enquanto que o aumento das propriedades geométricas resultou em diminuicdo da



recirculacdo. Além disso, em numero de Reynolds elevados, 0s autores notaram que as
isotermas penetraram mais em relacdo a superficie, o que indica um aumento na taxa de
transferéncia de calor.

Xie et al. (2007) estudaram numericamente a transferéncia de calor e 0 escoamento em
um canal ondulado aplicado em trocadores de calor compacto. Os resultados mostraram que
0s numeros de Nusselt e fator de friccdo aumentam com o aumento do nimero de Reynolds.
Nos parametros geometricos considerados, o fator de friccdo e o niumero de Nusselt global
sempre aumentam com o aumento da altura do canal, e com a diminui¢do do comprimento de
onda. O nimero de Nusselt global aumenta significativamente com o aumento da altura do
canal, nesse caso 0 escoamento pode tornar-se de transicdo com uma grande penalidade
devido ao forte aumento na queda de presséo.

Oviedo-Toledo et al. (2008) estudaram experimentalmente o escoamento na entrada
de canais sinuosos senoidais com oito comprimentos de onda e observaram que as
instabilidades do escoamento sdo mais evidentes na saida do canal, mas o escoamento na
entrada é sempre estacionario. Além disso, foi observado que para uma determinada distancia
entre as paredes do canal existe um angulo de fase especifico que proporciona maior
turbuléncia.

Sui et al. (2010) estudaram o escoamento de um escoamento laminar de agua e a
transferéncia de calor em micro canais ondulados. O estudo foi realizado utilizando-se
numeros de Reynolds iguais a 300 e 400 e concluiu que nessas condi¢des a transferéncia de
calor pode ser mantida e niveis elevados ao longo da direcdo do escoamento onde pode haver
um aumento de transferéncia de calor global significativa sem grandes perdas de presséo em
relacdo aos microcanais com paredes paralelas.

Parvin & Hossain (2012) aplicaram o método de elementos finitos para simular o
escoamento e a transferéncia de calor magnetohidrodindmica em um canal triangular
periodico vertical. Os resultados revelaram que o aumento do nimero de Reynolds e a
diminuicdo do nimero de Prandtl aumenta o espacamento entre as linhas de corrente. Além
disso, o aumento simultaneo dos numeros de Reynolds, Prandtl e Grashof resultam no
aumento dos numeros de Nusselt local e médio.

Ahmed et al. (2013) estudou os efeitos de pardmetros geométricos em canais
ondulados com geometria trapezoidal no escoamento de nanofluidos. Os resultados numéricos
mostram que o aumento médio no nimero de Nusselt aumentada com o aumento da fracgcdo

de volume de nanoparticulas, nimero de Reynolds e amplitude do canal ondulado, mas a



queda de pressao também ird aumentar. Além disso, quando o comprimento de onda do canal
aumenta, o nimero de Nusselt diminui e a queda de pressao aumenta.

Ramgadia & Saha (2013) utilizaram o método de volumes finitos para estudar a
escoamento em regimes estacionario e ndo estacionario em canais ondulados e concluiram
que para se obter indice maiores de transferéncia de calor o escoamento do canal deve ser
instavel e com alto numero de Reynolds. O alto valor de Reynolds pode romper a camada
limite térmica perto da parede, eventualmente elevando as taxas de desempenho térmico. O
melhor desempenho térmico obtido foi alcancado com o0 maior nimero de Reynolds estudado.

A Técnica da Transformada Integral Generalizada (GITT) ainda é pouco utilizada para
canais bidimensionais com paredes de geometria irregular para solugéo tanto das equacdes de
Navier-Stokes quanto para solucéo da equacdo da energia acoplada.

Perez Guerreiro & Cotta (1992) aplicaram a Técnica da Transformada Integral
Generalizada (GITT) para resolver as equagdes de Navier-Stokes em uma cavidade utilizando
a formulagdo em linhas de corrente obtendo resultados semelhantes aos comparados com
métodos numericos.

Perez Guerreiro et al. (1995) utilizando a formulacdo em linhas de corrente aplicaram
a Técnica da Transformada Integral Generalizada (GITT) com a inser¢do de um filtro afim de
melhorar a convergéncia da parte numérica na solucdo de escoamentos laminares em canais
irregulares em expanséo gradual.

Silva (2003) estudou a solucdo, aplicando a Técnica da Transformada Integral
Generalizada (GITT), em dutos bidimensionais de geometria senoidal nas equacfes de
Navier-Stokes por meio da formulacdo de linhas de corrente para nimero de Reynolds entre
100 e 500. Uma solucdo geral para o filtro aplicado na técnica que se adapta ao contorno
irregular foi proposto para aumentar a taxa de convergéncia da expansdo em autofuncdo. No
estudo foi observada maior recirculacdo com a elevacdo do nimero de Reynolds e da
amplitude do canal. O atrito, representado pelo produto do fator de atrito e nimero de
Reynolds, foi também calculado e comparado com os resultados a partir de métodos discretos
disponiveis na literatura para diferentes nimeros de Reynolds e amplitudes do canal obtendo-
se resultados semelhantes aos obtidos por Wang & Chen (2002).

Lima et al. (2007) aplicaram a Técnica da Transformada Integral Generalizada (GITT)
na solucdo da equacédo de Navier-Stokes em escoamentos internos para escoamento turbulento
em dutos com paredes paralelas que oferece vantagens na extensdao aos escoamento

tridimensionais.



Castelldes et al. (2010) estudou a transferéncia de calor em um canal com paredes
onduladas para baixos nimeros de Reynolds obtendo resultados semelhantes aos Silva et al.
(2010).

2.2 TECNICA DA TRANSFORMADA INTEGRAL GENERALIZADA (GITT)

A técnica da transformada integral € um enfoque classico bem conhecido na solugéo
de certas classes de problemas de difusdo, lineares e transforméaveis (LUIKOV, 1973;
OZISIK, 1980). Mikahailov & Ozisik (1984) compilam uma série de trabalhos que utilizam
as ideias da transformacéo integral na solucdo exata de problemas em difusdo de calor e
massa. Ao longo das Gltimas décadas, apo6s o trabalho pioneiro de Ozisik & Murray (1974)
esta metodologia de solucdo foi amplamente estendida para permitir solucdes analiticas
aproximadas em uma vasta gama de problemas ndo-transformaveis, como mostrando nos
trabalhos de Leite & Ozisik (1980), Cotta & Ozisik (1986, 1987), Cotta (1992, 1993, 1994) e
Cotta & Mikhailov (1990 e 1993). Exemplos de alguns desses problemas séo problemas com
coeficientes varidveis, coeficientes variaveis nas condi¢des de contorno, problemas que
envolvem um problema auxiliar complicado e problemas néo lineares.

Assim como o método da transformada integral classica (também conhecida como
método de expansdo em autovalores) o método da transformada integral generalizada ganhou
um enfoque analitico-numérico pela aplicacdo de uma etapa numérica apds a transformacao
analitica do problema, oferecendo ao usuario precisdo controlada, onde a diferenca em relacédo
a outros métodos numéricos esta na garantia da convergéncia das solu¢es para ordens
crescentes de truncamento nas séries, e um desempenho computacional bastante eficiente para
uma grande variedade de problemas, os quais sdo classificados e sistematicamente
apresentados com diversas aplicacdes (COTTA, 1993), incluindo formulacdo ndo-lineares de
interesse em aplicacdo de transferéncia de calor e escoamento de fluidos.

Este metodo difere dos métodos numéricos até entdo utilizados para solugdo de
problemas de carater fortemente ndo linear e acoplados, pois ndo had necessidade de
discretizacdo do dominio para geracdo de malhas. Além disso, para melhorar a precisdo do
método o esforgo computacional exigido é relativamente moderado em comparagdo com 0s
métodos numericos tradicionais principalmente quando se eleva a dimensao do problema a ser
resolvido. Esses comportamentos séo originados devido a natureza hibrida da solucéo, pois a
etapa analitica é aplicada sobre todas menos uma variavel independente e a tarefa numérica é

sempre reduzida a integracdo de um sistema diferencial ordinario em apenas uma coordenada.
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Outra caracteristica da solucdo é a aplicacdo de filtros algebricos oriundos geralmente de
versdes simplificadas do proprio problema a ser analisado, empregados para acelerar a
convergéncia da solucao.

A aplicacdo da Técnica da Transformada Integral Generalizada (GITT) pode ser
resumida nos seguintes passos:

I. Definicdo do problema auxiliar, com base, por exemplo, nos termos difusivos da

formulacéo original.

ii. Solucdo do problema auxiliar e obtencdo das autofuncdes, autovalores, normas e
propriedades de ortogonalidade;

iii. Desenvolvimento do par transformada-inversa;

iv. Transformacdo Integral do problema diferencial parcial em um sistema de equacdes
algébricas ou diferenciais ordinarias acopladas ou ainda outra equacdo diferencial
parcial;

v. Truncamento do sistema infinito e solucdo numérica do sistema diferencial
resultante para obtencdo dos campos transformados;

vi. Obtencdo do potencial original, fazendo-se uso da formula de inversao.

A ideia bésica na técnica é a ndo necessidade de encontrar-se uma transformacéao
integral analitica, ou seja, que resulte em um sistema diferencial transformado ndo acoplado.
Assim, pode-se escolher um problema auxiliar (de autovalor) que seja caracteristico do
problema original ou ndo, desenvolver o par transformada-inversa e efetuar a transformacéo
integral chegando-se a um sistema ordinario infinito e acoplado.

Apb6s o truncamento em ordem suficientemente grande para a precisdo requerida,
automaticamente selecionada durante o proprio processo de solucdo, o sistema diferencial
ordinario é resolvido numericamente por algoritmos bem estabelecidos, com controle
automatico de erro, disponiveis em bibliotecas cientificas. A formula explicita de inversdo
fornece entdo uma representacdo analitica nas demais varidveis independentes eliminadas pela

transformacéo integral.
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CAPITULO 3

FORMULAGCAO MATEMATICA E METODOLOGIA DA SOLUCAO
3.1 FORMULACAO MATEMATICA

Considera-se um canal de paredes definidas por uma geometria arbitraria identificada
pelas fungdes que representam o contorno, yi(x) e yz(X), dentro do qual escoa um fluido
newtoniano em regime laminar e permanente. Para maior generalidade do problema pode-se
assumir que ndo existe simetria com relacdo a linha de centro do duto conforme descrito na
Figura 3.1

Além disso, sdo aplicadas as seguintes hipdteses simplificadoras:

e O escoamento é bidimensional;

e O escoamento é incompressivel,

e As propriedades do fluido s&o constantes;

e As paredes do duto sdo impermeaveis;

e Considera-se a condicdo de ndo deslizamento nas paredes;

e O fluido é newtoniano.

u, (y)

Vl(y) u:()’)

X V()

w=k, —=0

Figura 3.1: Duto irregular (Fonte: Peres Guerreiro, 1995)

O escoamento descrito é governado pelas equacdes de Navier-Stokes:
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Na adimensionalizacdo das equacfes (3.1.a-C) os seguintes grupos foram empregados

para minimizar o numero de parametros para simplificar o sistema de equacoes:

X=X TH; y=y IH; y;() =y, (x)/H;y,(x) =y,(X)/H; (3.2.a-h)

u=u"/uy; v=v"/u,; p=p"/(puj); Re=Hu, /v

onde H representa a altura média do canal sendo calculada pela média simples entre a altura
da entrada e a altura méxima do canal.

Na generalidade da formulacdo proposta é possivel assumir-se que as velocidades
podem ser pelas componentes, que em termos de funcdo corrente sdo dados por (WHITE,
2011):

u=—" ; v=-— (3.3.a,b)

Derivando a equacéo (3.1.b) em relagéo a coordenada y e a equacéo (3.1.c) em relacéo
a X, com posterior subtracdo de ambas e levando-se em conta (3.1.a) e as defini¢des de fungéo
corrente (equacbes 3.3.a e 3.3.b), elimina-se 0 campo de pressdes. Assim, aplicando as

variaveis adimensionais:

(v, Sy ) vl Py v 1(dy , oy  dy

3T 2 2~ T s |7 Tt mt—— (3.3.9)
oy \ OxX®  Oxoy ox\ ox‘oy oy Re{ ox ox‘oy. oy e
ou

3 3 3 3
wiow, 0y | ovf 0w 0w 1y, (3.3h)
oy \ ox® oxoy ox \ ox‘oy oy Re "~
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Onde o nimero de Reynolds (Re) é definido a partir da semidistancia entre as paredes

e a velocidade média, ambas na entrada do duto. E V*é o operador biharménico.

As condi¢bes de contorno nas paredes do duto séo especificadas ao considerar-se
impermeabilidade e ndo deslizamento, assim:
uX,-y1(x)) =0 ; v(x,-yi(x))=0 ; x>0 (3.5.a,b)
u(x, y2(x)) =0 ; V(X y2(x)) =0 ; x>0 (3.5.c,d)

aplicando a definicdo de funcédo corrente nas equacdes (3.5.a-d) nas paredes do duto:

a\jl(X, _yl(X))

v(x-y,(0)=k, — =0 (3.6.a,b)
v(xy,(¥)=k, ; WZO (3.6.c,d)

Onde n, k1 e k2 representam o vetor normal a parede do canal e os valores da funcéo
corrente nas paredes do duto, respectivamente.

As condicdes de contorno sdo completadas ao considerarem-se conhecidas as
caracteristicas hidrodindmicas tanto na entrada quanto na saida do duto. Sua quantificacdo
sera abordada a posteriori no subitem 3.3.2.

Os valores da funcdo corrente nas paredes do duto estdo relacionados entre si. Assim é
possivel assumir-se que na entrada do duto o campo de velocidades é dado pelas componentes

u(y) e v(y) que em termos de funcédo corrente sdo dados por:

oy | _ Oy

Uu=—— = -

ay ! oX (37ab)

Integrando-se as equacdes 3.7.a e 3.7.b:

v(0.y) =k +[ u(y)dy (38:)
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v(0.Y) =k,(y) = [, v(y)dy (3.8.b)

Como o interesse ¢ determinar y(0,y), a integral da equagédo (3.8.b) énulaemx=0ea
relacdo resultante apenas nos informa que a funcdo corrente na entrada depende da
coordenada y. Por outro lado, a equacdo (3.8.a) descreve o valor da fungdo corrente na entrada
do duto em funcéo de uy(y).

A partir de (3.8.a) ¢ possivel determinar y(0,y,):
Y2
v(O.y,) =k + [ u(y)dy (3.9)

A integral dada pela equacdo (3.9) define vazdo por unidade de comprimento (Q), na

entrada do duto, onde fica evidenciada a dependéncia entre as constantes k; e ko:
v(0,y,) =k, =Q+k; (3.10)
3.2 METODOLOGIA DE SOLUCAO

A metodologia adotada para o problema é a Técnica da Transformada Integral
Generalizada. Para facilitar a solucdo pela mesma, é conveniente definir um filtro que permita
homogeneizar as condi¢des de contorno na direcdo y. Assim, sera possivel a escolha de um
problema de autovalor adequado em tal dire¢do. Assim:

w(x,y) = (X, y) +F(x,y) (3.11)

Onde ¢(x,y) é o potencial desconhecido a ser determinado, e F(x,y) € o filtro, o qual
possui os mesmos valores que y(X,y), nas paredes do duto. A fun¢do F(x,y) ndo ¢é uma
solugdo particular de y(x,y) (PEREZ GUERREIRO, 1995). Introduzindo-se a equacio (3.11)
na equacdo em linha de corrente (3.3.b):
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A introducdo do filtro nas condi¢bes de contorno na direcdo y definidas pelas

equacoes (3.6.a-d) leva a:

B(x,y) =k —F(x,—y,); ) g

o (3.13. a,b)
(X, ¥,) = ko —F(X,Y,); %:0 (3.13. c,d)

3.2.1 Determinacéo do filtro

Da mesma forma que a metodologia apresentada por Pérez Guerreiro (1995) e Pérez
Guerreiro et al. (2000), o filtro F(x,y) deve ser tal que reproduza o valor das fungbes corrente
nas paredes do duto ao longo do seu comprimento. Esta fungdo pode ser construida ao se
considerar que em cada posicdo ao longo do duto se tem um perfil de velocidade
desenvolvido, o qual vai se adaptando a irregularidade do canal.

A relacdo entre o sistema de coordenadas original (x,y) e o sistema transformado (1, x)

é dado por:

M=Y=Y2(0, o0 = 2[00 +¥:(9]. Y30 =5 [:00 - 1,0)] (3.14.2b0
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onde ys representa a defasagem entre os eixos y e n. Assim, é possivel descrever a funcéo F
similar ao campo de funcio corrente do escoamento completamente desenvolvido (PEREZ
GUERREIRO, 1995) de acordo com 0 Anexo C como:

3

3 n| 1fn Q
F(x,m)=— —| =] [+=+k
(X,m) 4Q[[y0] 3(y0” > Tk (3.15)
em termos das coordenadas originais:

3al(¥Y-Ys) 1(y-¥:) |, Q
F(x,y)== X Vs X s X1k
) 4Q[£ Yo j 3( Yo ”+2+1 (3.16)

Onde Q esté relacionada com a vazdo volumétrica na se¢do transversal do duto. A
dependéncia de x do filtro F(x,y) é levada em conta nas fungdes yo(X) e ys(X), as quais
definem superficies planas que passariam pelas paredes do canal. Verifica-se ainda que os

valores de F(x,y) nas paredes fornecem:
F(x,-y) =k, e F(Xy,)=Q+k (3.17. a.b)

onde y pertence ao intervalo [-yi(X), Y2(x)], € n a [-Yo(X), Yo(X)]. Assim, pode-se definir uma

nova variavel &, a qual permitira determinar mais facilmente os coeficientes da transformagéo

integral:
=N _Y7Y¥
Yo Yo (3.18)
Cujo dominio ¢ & € [-1,1]
O filtro F(x,y) € entdo reescrito como:
_3 £1,Q
F(&)—ZQ[F:—g}EHq (3.19)
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As constantes ki e k, podem ser determinadas assumindo-se que a distancia entre as

paredes na entrada (para o duto em forma de seno) possui um valor igual a H_. , e podemos

min !

escrever o campo de velocidades como:

u 3 2y ’
U _U—_Ell—(ﬁ—] ] (3.20)

Y2
Utilizando-se a definicdo de vazdo Q=| Udye aplicando-se a equacao (3.20) na
Y1

equacéo (3.10):

min 3
2 3 2y
k, =k, +J.Hmn§[1—(|:|—mm] }dy (3.21.a)

K, =K +Hp, (3.21.b)
Substituindo a equacdo (3.20) em (3.9):
w(y)= kl+§jy [1—(_2—yﬂdy (3:22.)
2 _H% H.. 22,
v(0,y) =k, +%+g[y—% Hy:in] (3.22.b)

Como na entrada do duto assume-se que a distancia entre as paredes na entrada e na

saidado duto é H,,.:

Hmin

yl(o) =Y, (0) = 2

(3.23)

Hmin
2

Y1 (Xou) = Yo (Xou) = (3.24)
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No novo sistema de coordenadas

Hmin
2

Yo (0) =¥ (Xou) = e Y;(0)=Y;(Xo,) =0 (3.25. a,b)

Aplicando no filtro:

_ 3 y 1 y ’ Q
e Flon 2) =k le(H—/z)sﬂH—/zJ ]*Tkl (8.262)

min

k, =Q+k (3.26.b)

Comparando-se a equacao (3.26.b) com a equacéo (3.21.b)

O
I
T

min (3.27)

Pode-se entdo, determinar valores para as constantes k; e k, contanto que a equacao

(3.26.b) seja satisfeita. Assim, faz-se:

k, =—k, =—2" (3.28)

3.2.2 Determinagdo do Problema de Autovalor

Devido as caracteristicas homogéneas das condi¢fes de contorno na diregdo y é mais
apropriada a escolha do problema auxiliar nessa direcdo, pois o problema na direcdo X

apresenta condicdes de contorno ndo homogéneas.

d*Y. (x, 4
%:ui\ﬁ(x,w, —Y,() <y <Y,(X) (3.29)

Com condicdes de contorno:
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. oY _
Y, (X,—y;) =0; 8_n_0 (3.30.a,b)
o,
Y (X,—Y,) =0; 8_n=0 (3.30.c,d)

O sistema formado pelas equacdes (3.29) e (3.30.a-d) pode ser reescrito em termos da

nova coordenada & (Equagéo 3.18), como:

d*vi(®) _

& =(1mYo) V(&) =BY;(®) (331.)
oY, (-1

Y, (-1)=0; —i%fl=0 (3.31.b,c)
oY. (L

Y)=0 ; —?%l=0 (3.31.d,e)

O problema formado pelas equacgdes (3.31.a-e) pode ser solucionado analiticamente

resultando em:

cos(B;&) _ cosh(B,&) i—1ac
cos(B) cosh(B) e

Y. =

© sen(B) _senh(BE)  _, 46 (3:32)

sen(B;)  senh(B;)

Onde o autovalor B; € encontrado a partir de:

Bi = 1Yo (3.33)

E p, pode ser determinado pela equagéo transcendental:

~ [~tgh(u) i=135..
()= tgh(w,) i=2,4,6.. (3.34)

Nas coordenas originais a equagdo 3.32 pode ser reescrita como:
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cos[u;(y-ys)] _ cosh[p (y—y,)]

Y hy0) , 1=1,3,5, ..
Cos(;y cosn(y
Y, (€)= ’ i (3.35)
senu(y-y,)]_senh[w(y-y)] . .,
sen(u,Y,) senh(uy,) o
A norma é calculada a partir de sua definig&o:
_ Y2 2 -
N, —I_lei dy, i=1,23,.. (3.36)
Fazendo-se a transformacao de variavel em &:
1,5 .
N =y, [ ¥@)de, =123, . (3.37)
Logo:
N, (X) =2y,(X) =N(x) =N (3.38)
As autofungdes gozam da seguinte propriedade de ortogonalidade:
Y 0 , parai#]
Y.Ydy =
J‘fyl AR {Zy0 ,  parai=j (3.39)

3.2.3 Par Transformada-Inversa

Representando a funcdo desconhecida ¢(x,y) como uma expansdo em torno da

autofuncéo Yi:

0(,Y) = 2 Y () (3.40)
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Operando-se ambos os lados as equacéo (3.40) com o operador Iyz Ydy:
Y1

[ yiay=[", (2Y15i (X)jdy (3.41)

Reordenando o segundo termo da equacao (3.41) na qual a integracdo € na variavel y e

o dominio de ¢, é em x:

J-_yyzl Yigdy = 251 (X),[_y; Y;Yidy (3.42)

Pela propriedade de ortogonalidade o somatorio do lado direito da equacéo (3.42) tem
apenas um unico termo ndo nulo, para o caso i = j. Obtém-se desta forma a regra de

transformacéo e o par transformada-inversa:

¢,(x) = ﬁ _y; Y, (X, y)d(x, y)dy, transformada (3.43.2)
o(x,y) = ilY (X, Y):(x) , inversa (3.43.b)

3.2.4 Transformacéo Integral do Problema

Estabelecido o par transformada-inversa dado pelas equacdes (3.43.a) e (3.43.b), e
definidas as autofuncGes e a propriedade de ortogonalidade do problema de autovalor

escolhido, pode-se entdo realizar a transformagdo do problema diferencial original. Para isto,
opera-se com j 7 Y: (X, y)dy ambos os lados da equagéo (3.12). Apds a introdugéo da formula
4!

de inversdo nos termo ndo transformaveis, resulta o seguinte sistema de equacdes diferenciais

ordinarias acopladas para o calculo dos potenciais transformados ¢, :
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B =B+ DD (AT, + By + Cod + Dy +
_ __ : N _ _ (3.44)
Eijk¢j¢k + Fijk¢j¢k + Gijk¢j¢k}+NZ{Hij¢j + Iijd)j +‘]ij¢j + Kij¢j }

=1

Onde os coeficientes que dependem de cada posicdo em x sdo calculados (mais
detalhadamente no Anexo A) a partir de:

aY, 8Y , . 0Y, &°
A= ¥ D Dy [y D0 N gy TN
oy Ox ay OX i OX OX°oy
f o, 0, , (3.45)
8x ay
5Y 0’ Y v. , OY,; 0%, . , 0Y, 6 Y,
By =3[ Y dy+ [ Y, ——rdy-2[ Y, (3.46)
Y1 ay ay Y1 8X 6 6y
— [Py D9
k=3, ay o v-, x oy Y (3.47)
Y2 aY
Dijk :J._lei EJkay (3.48)
oY,
k _ k
I)ﬁ i Ja ayd YIYJ ays dy (349)
82Y
=—2I , Vi ’a ay (3.50)
Y2 GY
=_j_y1YiY 5 —kdy (3.51)
H; =Rea; —b; (3.52)
I; =Rec; —d; (3.53)
Jj=Reg; - T, (3.54)
K; =Reg; —h; (3.55)

L. =Rei, —j, (3.56)



_J‘yz Y%a F J'Y2 % 8 F J‘YZ aY 63F
! "oy ox® ' oy oxoy vl ox ox’oy
_J'yz alﬁd a Y 8Fd J'YZ j 8F
» ' ox oy ' oy® ox V' Ox ayay
—jyz ast oF J~yz Y 8F
v ' Oxoy ox 3 ox
2 ! 2 84Y
by =Y, —tdy+2[” Y, —Lody
- -vi  OX ay
2 * : , 0%,
C”:Jy Y, azF dy— [ YinaEd 3jy , 2’§dy
Y ox“oy - ox® oy
vy 2 j%dy—ZJ‘yz j oF
v ' oy® oy %' OXoy OX
\ Y, , 0%,
dy=4[" Y, ——Ldy+4[" ¥, —Ldy
I -vi ' ox® v ' oxoy?
, ., OY, ., Y,
—3jy y 2ok —jy v, i F gy
oX oy oy OX
, 0% 62Y.
f, _6jy \= de— Y, —dy
oy

Y2 aF
g;= J:yl Yin @dy

h, _4j a de

i_IyzY OFOF OF OF OF OF oFOF
'l oy ox® oy oxoy?  ox ox2oy  Ox oy°

. Y2 o'F o'F
Ji - J._yl Yi (8X4 + 2 aXZayZ de
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(3.57)

(3.58)

(3.59)

(3.60)

(3.61)

(3.62)

(3.63)

(3.64)

(3.65)

(3.66)

O célculo dos coeficientes € um dos principais fatores que elevam o custo

computacional em problemas de dominio irregular via GITT. Avaliar diretamente o0s

coeficientes em forma numérica traz a desvantagem que eles podem somente ser calculados

dentro do processo de solugdo do sistema diferencial ordinario. Isto porque os coeficientes sdo

dependentes da posi¢cdo axial X, o que traria um alto custo computacional e um baixo

desempenho do cédigo computacional.
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Para contornar esse problema foi utilizada a mesma metodologia empregada em Silva
(2003) e Pérez-Guerrero (1995). Para esta abordagem analitica no calculo dos coeficientes
fez-se uso da computagdo simbélica do software Mathematica® (2013). Faz-se uma
transformacédo do dominio utilizando-se a variavel & (Anexo B) definida pela Equacédo (3.18)
transformando os limites de integracdo de [-yi, Y] para [-1, 1] e atraves da regra da cadeia é
possivel estabelecer derivadas em termos de &, que aparecem nos coeficientes. Na nova
estrutura dos coeficientes surgem integrais independentes da posicdo axial x, permitindo,
portanto, calcular os coeficientes em separado por uma Unica vez e armazena-los para
posteriormente serem multiplicados por fungfes que levam em conta a dependéncia do

dominio irregular cada vez que o sistema diferencial é resolvido.

3.3 ALGORITMO COMPUTACIONAL

E necessario trucar as séries infinitas em um ndmero de termos suficientemente
grande, em um dominio finito, que garanta o erro relativo prefixado para obtencdo dos

potenciais originais. Portanto, o sistema diferencial ordinario pode ser reescrito como:

d4_ L Re NIV NTV
dd) _MI(I) +_I+_ZZ{¢¢k Ijk+d) ¢k Buk+¢ ¢k Cuk+
X i=1 j=1 d
d°9 ¢- - do; do do; d2
+¢J dx — Diji XJ O = dXJ ka Fie + dx dx > Guk} (3.67)

1NV [ d$_ d2$ gd ¢
+— H. L1 L)+ Ki
Nz{d)’ T e e

=1

onde NTV é a ordem de truncamento das séries infinitas

A natureza hibrida da GITT € evidenciada ao resolver-se numericamente o sistema
diferencial ordinario ndo linear. Este sistema possui comportamento stiff acentuado, o qual se
intensifica a medida que o nimero de Reynolds aumenta.

O uso de sub-rotinas matematicas com controle automatico de erro global na solucédo
de um problema diferencial ordinario em softwares bem estabelecidos é muito conveniente
tendo em vista a obtencdo de resultados mais acurados. Assim, foi selecionada a subrotina
DBVPFD do IMSL (1991) para obtencdo dos resultados numéricos.

Para fazer-se uso da mesma é necessario transformar o sistema diferencial ordinario de

quarta ordem em um sistema diferencial ordinario de primeira ordem. Para isto define-se:



xi =9

Gu_,  _do
dx = XANTV+i = dx

: XZ +i

dXsNTV+i _ d4$i

dx dx*
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(3.68)

(3.69)

(3.70)

(3.71)

(3.72)

Para transformacdo ao dominio finito [0,1], tal como €é conveniente definir-se o

seguinte operador:

d0) _d() dn
dx dn dx

Portanto o sistema pode ser reescrito como:

dy; _ X nrvsi

dn (dn)
dx

v _ A onrvai

" (G
dx

AYonrvai _ dXsNTV+i

M _ca-m)

"G
dx

(3.73.a,b)

(3.74)

(3.75)

(3.76)
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\ L Re\IVNTY
—Wixi t N‘ + N Z Z {XijAijk + % XnrvikBi + XjX2NTV+kCijk +
i1 1
+ % Xanrvk ik T v Xk Eijk + Xnrvs vy ik Fiik
1Y XjHij+XNTV+j|ij (3.77)
+ ANty anTvak Gijk}+NZ ] K
Danrvei Hoontvavip T AanrvefNij

j=1
" ()
dx

3.3.1 Calculo do Jacobiano

O jacobiano indica a direcdo da convergéncia do sistema e representa as derivadas do
mesmo com relagdo a cada um dos componentes do vetor solugdo . Portanto das equacoes
3.74-77, obtém-se:

f2)
n/_ (3.78)
OANTvsi (dnj
dx
o ( ngTvn j .
n_/_ (3.79)
ONantvsi (dnj
dx
5 dXzNTV+i
n )__1 (3.80)
ONantv+i (dnj .
dx
dXsNTV+i 4 Re {¥ i
o —£NVH | S+ Z Eimk vk + Z (_XNTV+jFijm + X3NTV+jGijm)
dx _ 4 = -1
- = ; (3.81)
X on
()
d _ Re NTV NTV
a(XSNTVHj l:(Bim -Cin)+ Z B + Z (=2 Fm + X2NTV+jGimk):|
dx 4 ) k=1

= ! (3.82)
aX NTV+m (dnj
dx
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NTV

dy : Re
P 3NTV+i —2A,, +— — .Gin
[ dx J_ 4 12—1:( ANTVAj )

Ooontvim - (dn] (3.83)

dx

dX ) Re NTV
P 3NTV+i —~ID, + G,
( dx ) 4{ 214G

O snTvem - (dn)
dx

(3.84)

3.3.2 Condigdes de contorno

Para solucdo do sistema diferencial ordinario (3.74-3.77) é necessario a analise das
condigdes de contorno na direcdo x. Essa analise foi realizada considerando-se o duto

truncado.

Figura 3.2: Condicéo de contorno na entrada do canal

Na entrada do canal considera-se que u é prescrito e v = 0 (Figura 3.2). Na saida do
canal para o duto truncado considera-se que dw/ox=0 e v = 0 onde ® ¢ a vorticidade
(Figura 3.3).

N _y
o

w=-1

Figura 3.3: CondicGes de Contorno para o duto truncado com perfil completamente desenvolvido de entrada
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Na entrada (0, y)

b=y-F (3.85.9)
ob_ow_oF (3.85.b)
OX OX OX

Na saida (Xout, Y)

op oy oF
X ox ox (3.86. a)
o 0° 0° 0° o°F 0%

(|3)+ (I)z - \Isj+ \Ijz T3 2 (3.86.b)
OX> Oxoy- oOx° oOxoy® oOx° oOxoy

onde X,y representa o valor da coordenada axial na saida do duto.

Ap0s operar as condi¢des de contorno definidas pelas equacdes (3.85.a-b) e (3.86.a-b)

Y ~
com I ’ Y;(x,y)dy as mesmas sdo transformadas para resultar:
!

do, (0
¢;(0)=0 , %ﬂ (3.87.a, b)
d¢i (Xout) _ 1 APy
d NG {Mi i le g (XM)N"1 (3.88.2)
[ A, (X)
O+ D | ,(Xo)Py+——=0Q, +
9y (xy) 1 Z{ dx
dX3 N(Xout) d2$j (Xout) :| (388b)
+——R.,
dx® !
ou em termos do vetor solugéoy :
%0)=0  %urv.i(0)=0 (3.89.a, b)

NTV

Anrvai Kou) == N()](-om) {Mi + Z Xj(xout)Nij} (3.90.a)

=
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NTV

1 O, + Z [Xj (Xout)Pij +AnNTV4 (Xout)Qij +
=1

Yantvei Kour) ==

3.90.b)
N(Xy,) (
t HAoNTv4 (Xout)Rij]
Onde:
oF
M. = le &dy (3.91)
N, = [y, g
=1, Vi, y (3.92)
o°F  O°F
v 0 0%,
Pij =_[_yl Yl( 8X3 + axayZ dy (394)
82Y %Y, ’
Q; = f PV +y y (3.95)
—BI ‘dy (3.96)
Considerando-se o perfil de velocidade de escoamento uniforme na entrada (0, y):
¢=y-F (3.97.3)
o _oy _oF
X OX OX (3.97.)

Ap0s operar as condi¢cdes (3.97.a) e (3.97.b) com j_y; Y;(X,y)dy as mesmas sdo

transformadas para resultar:

1

H.. d¢, (0
00 ="= (g voe |, B0 og (3.98.2,b)

-1

em termos do vetor solugdo e com a transformacgédo de dominio temos:



% (0)=

H

1

— [(&-g) Vs

-1

ANTV+i 0 =0

30

(3.99. a, b)
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CAPITULO 4

RESULTADOS E DISCUSSAO

4.1 ANALISE DO ESCOAMENTO NO DUTO COM PAREDE ONDULADA

O duto estudado é mostrado na Figura 4.1.

Figura 4.1; Parametros geométricos do canal estudado

Os artigos estudados adotam parametros adimensionais diferentes para a
caracterizacdo da funcéo representativa das paredes do sistema. Haitham et al. (2005, 2013),
Ramgadia (2012, 2013), e Stalio & Piller (2007) fazem referéncia a quatro comprimentos
especificos para descrever a geometria de uma parede com caracteristica senoidal, a amplitude
“a”, o comprimento de onda “A” e a distancia entre as paredes na entrada do canal “Hpyin” € a

distancia entre duas cristas “Hmax” que Sdo representados por dois grupos adimensionais, a

razdo de altura (Hym) € a razdo de comprimento (1):
mm H— (41)

(4.2)

Em estudos numéricos Rush et al. (1999) e Mahmud et al. (2002) e em estudos

experimentais Nishimura et al. (1990) e Oviedo-Tolentino (2008) utilizaram trés parametros
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dimensionais resultando em dois parametros adimensionais afim de caracterizar as dimensoes
das condicdes de contorno, a sinuosidade da superficie (a/H) e a razao de aspecto (A = AH).
Os parametros razdo de altura (Hmin/Hmax) € @ razdo de comprimento (A /a) podem ser

definidos em func&o da sinuosidade da superficie (a/H) e da razéo de aspecto (1.):

(4.3)

—~
QO
~
I

~

_H-2a 1-2a/H

H. /H = =
™ H+2a 1+2al/H (4.4)

min

Assim, as funcbes que definem a geometria do duto com parede ondulada podem ser
determinadas em funcédo dos termos adimensionais a/H e A/H e podem ser definidas como:
de acordo com Ramgadia (2012, 2013):

H.  2a| . ,(nx
X)=y.(X)=—"" 4+ —1sIN°| —
V09 =, () =2 H{ (Xﬂ (45)
ou de acordo com Mahmud et al. (2002):
H a RE 4x
X)=Vy,(X)=—"" + —1-sin| —| 1+ —
%100 =09 =2 H{ H xﬂ} (46)
Onde:
— H H-2a a
H . :—mm :—:1—2—
min H H H 4.7)

e as relacBes a/H e A ainda podem ser determinadas em funcdo do primeiro parametro

adimensional Hmin/Hmax € A /arespectivamente:

a 1(1-H
_ = mm 4
H 2(1+ HmmJ (4.8)
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A=X1la(al/H) (4.9)

Para geometrias distintas é observado que os pardmetros geométricos sdo mais
relevantes para o aparecimento da vorticidade, pois, da maneira formulada, a mudanca de
qualquer uma das variaveis estudadas implica ou na mudanca do comprimento de onda e
consequentemente no comprimento total do canal, no caso de A/a (Figura 4.2), ou na mudanca
conjunta da amplitude e do comprimento de onda do mesmo, no caso de Hpyin/Hmax (Figura
4.3).

7 Na=4
0.1 — — — MNa=8
B - - - —-MNa=16

Figura 4.2: Comparacéo entre as geometrias do canal para Hpn/Hpmax = 0.3 com a razdo de comprimento (A/a)

Haitham (2005) explica que o aumento da razdo de altura resulta na diminuicdo do
tamanho da recirculacdo devido a maior area de escoamento. De forma similar, o aumento da
razdo de comprimento resulta no decréscimo do tamanho da recirculagdo devido ao aumento

da suavidade da funcdo que descreve a parede.
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Hmin/Hmax = 0.3
— — Hmin/Hmax = 0.5
— — — — Hmin/Hmax = 0.7

Figura 4.3: Comparacdo entre as geometrias do canal para A/a =8 com a razdo de aspecto (Hpin/Hmax)

As Tabelas 4.1 a 4.5 mostram a convergéncia da funcdo corrente, considerando o
perfil uniforme de entrada, ao longo da linha para y = Hyin/2 para os dois casos limites
Hmin/Hmax = 0.3 € A/a = 4 para Reynolds 400 e Hyin/Hmax = 0.7 € Ma = 16 para Reynolds 25, e
0s casos para Reynolds igual a 25, 100 e 400 para o modelo onde Hpin/Hmax = 0.3 € A/a =8, 0s
quais também foram estudados por Haitham et al. (2005).

Tabela 4.1: Convergéncia da funcdo corrente para Re = 400, Hpin/Hmax = 0.3, Ma =4
n X 0 M2 A 2\ 4 h 6 A 8L 104

5 0.4773 1.0177 0.5498 0.5879 0.5999 0.6008 0.6009 0.5902
10 0.4987 1.0607 0.5624 0.5992 0.6154 0.6186 0.6192 0.6063
15 0.5009 1.0600 0.5636 0.5999 0.6155 0.6185 0.6191 0.6056
20 0.4984 1.0641 0.5641 0.5997 0.6154 0.6184 0.6190 0.6053
25 0.5012 1.0652 0.5642 0.5996 0.6154 0.6184 0.6190 0.6054
30 0.5003 1.0659 0.5642 05996 0.6154 0.6184 0.6190 0.6054
35 0.5000 1.0659 0.5642 0.5996 0.6154 0.6184 0.6190 0.6054
40 0.5004 1.0659 0.5642 0.5996 0.6154 0.6184 0.6190 0.6054

Como pode ser notado na Tabela 4.1, de maneira semelhante ao observado no trabalho
de Silva (2003) onde a convergéncia foi mais lenta na saida do canal, no presente trabalho a
dificuldade da convergéncia se encontra na entrada do canal principalmente no primeiro
modulo e na posicdo x = 0. A diferenga de comportamento provavelmente € proveniente da
condicéo de contorno diferente considerada de perfil de velocidade uniforme na entrada.

A Tabela 4.2, demostra a convergéncia dos valores da funcdo corrente para as
condi¢des mais suaves consideradas no presente trabalho onde Re = 25, Hyin/Hmax = 0.7, AMa =

16. Pode-se notar que a convergéncia é rapidamente alcangada para x > A/2 sendo necessarios
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somente 15 termos, porém, mesmo nesse caso mais brando de escoamento, para X = 0, a

convergéncia € lenta e so é atingida utilizando-se 40 termos.

Tabela 4.2: Convergéncia da funcdo corrente para Re = 25, Hyin/Hmax = 0.7, Ma = 16
n X 0 M2 A 2\ 4 n 6L 81 104

5 04773 0.7296  0.6525 0.6539 0.6539 0.6539 0.6539 0.6420
10 0.4987 0.7326  0.6529 0.6543 0.6543 0.6543 0.6543 0.6422
15 0.5009 0.7329 0.6529 0.6543 0.6543 0.6543 0.6543 0.6422
20 0.4984 0.7331 0.6529 0.6543 0.6543 0.6543 0.6543 0.6422
25 0.5012 0.7331 0.6529 0.6543 0.6543 0.6543 0.6543 0.6422
30 0.5003 0.7331 0.6529 0.6543 0.6543 0.6543 0.6543 0.6422
35 0.5000 0.7331 0.6529 0.6543 0.6543 0.6543 0.6543 0.6422
40 0.5004 0.7331 0.6529 0.6543 0.6543 0.6543 0.6543 0.6422

Tabela 4.3: Convergéncia da func¢do corrente para Re = 25, Hpin/Hmax = 0.3, Ma =8
n X 0 A2 A 2\ 4\ 6 A 8 A 10 A
5 0.4773 03026 0.6645 0.6645 0.6645 0.6645 0.6645 0.6556
10 0.4987 0.3028 0.6648 0.6648 0.6648 0.6648 0.6648  0.6559
15 0.5009 0.3029 0.6648 0.6648 0.6648 0.6648 0.6648 0.6559
20 0.4984 0.3029 0.6647 0.6647 0.6647 0.6647 0.6647  0.6559
25 0.5012 0.3029 0.6648 0.6647 0.6647 0.6647 0.6647  0.6559
30 0.5003 0.3029 0.6647 0.6647 0.6647 0.6647 0.6647  0.6559
35 0.5000 0.3029 0.6647 0.6647 0.6647 0.6647 0.6647  0.6559
40 0.5004 0.3029 0.6647 0.6647 0.6647 0.6647 0.6647  0.6559

A Tabela 4.3, demostra a convergéncia dos valores da fungdo corrente no mesmo caso
estudado por Haitham et. al. (2005) onde Re = 25, Hnin/Hmax = 0.3, A/a = 8. Pode-se notar que
a convergéncia é rapidamente alcancada para x > A/2 sendo necessarios somente 15 termos.

Para x = 0, a convergéncia é lenta e so ¢ atingida utilizando-se 40 termos.

Tabela 4.4: Convergéncia da funcédo corrente para Re = 100, Hypin/Hmex = 0.3, Ma =8
n X 0 M2 A 2\ 4h 6 A 8A 10 A

5 0.4773 0.3937 0.6322 0.6332 0.6332 0.6332 0.6332 0.6149
10 0.4987 0.4026 0.6331 0.6342 0.6342 0.6342 0.6342 0.6158
15 0.5009 0.4033 0.6332 0.6342 0.6342 0.6342 0.6342 0.6158
20 0.4984 0.4036 0.6332 0.6342 0.6342 0.6342 0.6342 0.6158
25 0.5012 0.4036 0.6332 0.6342 0.6342 0.6342 0.6342 0.6158
30 0.5003 0.4036 0.6332 0.6342 0.6342 0.6342 0.6342 0.6158
35 0.5000 0.4036 0.6332 0.6342 0.6342 0.6342 0.6342 0.6158
40 0.5004 0.4036 0.6332 0.6342 0.6342 0.6342 0.6342 0.6158

A Tabela 4.4, demostra a convergéncia dos valores da fungdo corrente no mesmo caso
estudado por Haitham et. al. (2005) onde Re = 100, Hpin/Hmax = 0.3, AMa = 8. Pode-se notar



36

que com aumento do numero de Reynolds a convergéncia alcancada para x > A2 quando
consideramos 20 termos. Para x = 0, a convergéncia é mais lenta comparando-se com a

Tabela 4.3 e s € atingida utilizando-se 40 termos.

Tabela 4.5:Convergéncia da fungdo corrente para Re = 400, Hyin/Hmax = 0.3, Ma =8
n X 0 M2 A 2\ 4\ 6 A 8L 104

5 0.4773 0.3908 0.5772 0.6009 0.6049 0.6050 0.6050 0.5943
10 0.4987 0.4362 0.5881 0.6098 0.6157 0.6161 0.6161 0.6028
15 0.5009 0.4416 05889 0.6099 0.6156 0.6160 0.6160 0.6025
20 0.4984 0.4436 05891 0.6099 0.6156 0.6160 0.6160 0.6025
25 0.5012 0.4440 05891 0.6099 0.6156 0.6160 0.6160 0.6025
30 0.5003 0.4442 05891 0.6099 0.6156 0.6160 0.6160 0.6025
35 0.5000 0.4442 0.5891 0.6099 0.6156 0.6160 0.6160  0.6025
40 0.5004 0.4442 05891 0.6099 0.6156 0.6160 0.6160 0.6025

A Tabela 4.5, demostra a convergéncia dos valores da funcéo corrente no mesmo caso
estudado por Haitham et. al. (2005) onde Re = 400, Hmin/Hmax = 0.3, A/a = 8. Pode-se notar
gue a convergéncia alcancada para x > A/2 com 30 termos. Para x = 0, a convergéncia é lenta
e sO € atingida utilizando-se 40 termos.

Analisando-se as Tabelas 4.1-5, pode-se notar que a convergéncia da GITT depende
do quanto o escoamento gera recirculacdo, nos casos onde existe maior recirculacdo a
convergéncia € mais lenta principalmente nas geometrias onde Hmin/Hmax = 0.3, Ma = 8 e
Hmin/Hmax = 0.3, A/a = 4 para Reynolds igual a 400.

4.2 VALIDACAO DOS RESULTADOS

O presente trabalho foi validado comparando-se os resultados dos campos de
velocidade obtidos nos trabalhos de Ramgadia & Saha (2012), diferencas finitas, e Haitham
et. al. (2005), volumes finitos, para Reynolds igual a 25, 100 e 400 para 0 modelo onde
Hmin/Hmax = 0.3 € AJa = 8 e considerando-se somente o perfil uniforme de velocidade na
entrada do duto.

O mddulo (cada médulo corresponde a area do duto compreendida entre dois vales
consecutivos) considerado adequado para essa comparacao, como sera explicado a posteriori,
é 0 quarto mddulo e a posi¢do no eixo X € a correspondente ao meio do modulo. Como pode

ser observado nas Figuras 4.4, 4.5, 4.6, o método da GITT aproximou-se de ambos os
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resultados tendo maior correspondéncia com os resultados obtidos por Ramgadia & Saha
(2012).

Re 25
Ramgadia & Saha (2012)
Haitham et. al. (2005)
GITT (Presente)

Figura 4.4: Gréfico de comparacéo do perfil de velocidade com Haitham et al. (2005) e Ramgadia & Saha
(2012) para Re =25, Hmin/Hmax = 0.3, A/a= 8§
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Figura 4.5: Gréfico de comparacéo do perfil de velocidade com Haitham et al. (2005) e Ramgadia & Saha
(2012) para Re =100, Hmin/Hmax = 0.3, A/a= 8



Re 400
Ramgandia & Saha (2012)
Haitham et. al. (2005)
GITT (Presente)

Figura 4.6: Gréafico de comparacéo do perfil de velocidade com Haitham et al. (2005) e Ramgadia & Saha
(2012) para Re =400, Hmin/Hmax = 0.3, A/a= 8
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Como pode ser observado nas Figuras 4.4, 4.5, 4.6, os resultados obtidos por Haitham

et al. (2005) subestimam os valores calculados pela GITT e pelo artigo de Ramgadia & Saha

(2012).

Inicialmente foi considerada na entrada do canal a condicdo de perfil de escoamento

totalmente desenvolvido em um canal sem sinuosidade. A simulacdo dos escoamentos

segundo 0s mesmos parametros geométricos, ao contrario do relatado por Haitham et al.

(2005), mostraram variacdo do campo de velocidade de acordo com o avan¢o dos modulos,
estabilizando a partir do terceiro moédulo como pode ser observado na Figura 4.7 e melh

evidenciado para Reynolds igual a 400.
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Figura 4.7: Comparacéo dos perfis de velocidade para Re = 400, Hmin/Hmax = 0.3, A/a = 8 de acordo com o
avanco dos modulos considerando o perfil da velocidade de entrada como totalmente desenvolvido.
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or



39

Os resultados concordam o comportamento relatado por Mahmud et al. (2002) no qual
para a mesma geometria estudada notou-se que o perfil de velocidade dos primeiros dois
modulos sédo distintos dos demais, destacando-se principalmente o primeiro.

Considerando-se a condicao na entrada como um perfil uniforme, como nos trabalhos
de Haitham et al. (2005) e Ramgadia & Saha (2012), pode-se notar, principalmente em
nimeros de Reynolds mais elevados como na Figura 4.8, que o perfil de velocidade
encontrado no primeiro médulo difere dos demais modulos e nota-se a semelhanca entre 0s

perfis de velocidade somente a partir do terceiro médulo.
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Figura 4.8: Comparacdo dos perfis de velocidade para Re = 400, Hmin/Hmax = 0.3, A/a = 8 de acordo com o
avanco dos modulos considerando o perfil da velocidade de entrada como uniforme.

Um comportamento semelhante pode ser observado nos trabalhos de Silva (2003) e de
Casteldes et al.(2007) nos quais em uma geometria semelhante a estudada no presente
trabalho o perfil de velocidade dos dois primeiros modulos é diferente dos demais médulos.

Comparando as duas situaces estudadas, foi observado que o escoamento tende a
conservar a condicdo de contorno considerada no perfil de entrada nos dois primeiros
modulos, porém, o perfil tende a estabilizar-se a partir do terceiro médulo para 0 mesmo valor
independentemente da condigéo de entrada.

A influéncia desse comportamento é a diferenca na recirculagdo notada principalmente
no primeiro modulo. Para o perfil uniforme de velocidade de entrada o primeiro modulo
apresenta menor area de recirculacdo comparado com os médulos a jusante do escoamento,

como pode ser observado na Figura 4.9 para Reynolds 100, Hmin/Hmax = 0.3 € AJa = 8.
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Figura 4.9: Isolinhas da funcéo corrente para Re = 100, Hpin/Hmax = 0.3, A/a =8

As Figuras 4.10, 4.11 e 4.12 mostram as isolinhas da fungédo corrente para Reynolds
igual a 25, 100 e 400 para a configuragdo onde Hpin/Hmax = 0.3 € AMa = 8 e, doravante, perfil
de entrada uniforme considerando-se o quarto mddulo para garantir que o campo de

velocidade seja estavel.

Figura 4.10: Isolinhas da fung@o corrente para Re =25, Hmin/Hmax = 0.3, A/a = 8. A esquerda resultados
obtidos pela GITT, a direita resultados de Haitham et al. (2005)
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Figura 4.11: Isolinhas da fungdo corrente para Re = 100, Hmin/Hmax = 0.3, A/a = 8. A esquerda resultados
obtidos pela GITT, a direita resultados de Haitham et al. (2005)

Figura 4.12: Isolinhas da fungdo corrente para Re = 400, Hmin/Hmax = 0.3, A/a = 8. A esquerda resultados
obtidos pela GITT, a direita resultados de Haitham et al. (2005)

Assim como nos resultados obtidos por Haitham et al. (2005) que, para a configuragéo
considerada, a recirculacdo ocorre dentro da concavidade da funcdo seno em Reynolds igual
a 100 e em Reynolds igual a 400 a recirculacdo cobre praticamente toda a concavidade da
parede, sendo a mesma ligeiramente deslocada para a direita no mesmo sentido do
escoamento.

As linhas de corrente mostradas nas Figuras 4.10-12 sdo simétricas e suas magnitudes
possuem mesmo modulo. O aumento na razéo de altura (Hmin/Hmax) Na configuracdo resultaria
numa diminui¢do no tamanho da recirculagdo por causa de uma maior area de escoamento. De
modo semelhante, um aumento na razdo de comprimento (A/a) resultaria numa diminui¢do no
tamanho da recirculacéo por causa da suavidade da curvatura da parede.

Assim, foi observado que o aumento de um dos parametros Hmin/Hmax € A/a diminui
queda de pressdo no canal diminuindo o aparecimento de vortices, j& a diminuicdo de um dos

dois parametros considerados aumenta a chance de aparecimento de vortices no escoamento.
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Utilizando o nimero de Reynolds igual a 400 a configuracdo com Hpyin/Hmax = 0.7 €
Ma = 16 ndo gera muita recirculacdo (Figura 4.13), pois os altos valores da razdo de
comprimento e da razdo de aspecto suavizam a sinuosidade e alongam o comprimento do
canal.
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i 0
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Figura 4.13: Gréfico das isolinhas da funcdo corrente para Reynolds igual a 400 a configuragdo
com Hpin/Hmax = 0.7 e Ma= 16

Para numero de Reynolds de baixo valor, pode ser notado o aparecimento de regides
de recirculagéo de acordo com a conformacéo adotada, pois a diminuic¢do do valor da razdo de
comprimento diminui o comprimento de onda e a diminuig¢do da raz&o de altura faz com que a
area do escoamento seja menor. Na configuracdo mais estreita de canal onde Hpmin/Hmax = 0.3
e AMa = 4 ocorre o aparecimento da recirculacdo para numero de Reynolds igual a 25, como
pode ser observado na Figura 4.14.

Figura 4.14: Gréafico das isolinhas da func8o corrente para Reynolds igual a 25, configuragéo com
Hmin/Hmax =03eMa=4
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Na mesma configuragdo para nimero de Reynolds 100 é possivel se observar uma
forte recirculacdo ocupando uma parte significante da concavidade (Figura 4.15). Para
Reynolds 400 a vorticidade ocorre em praticamente toda concavidade e possui seu centro
deslocado ligeiramente a jusante (Figura 4.16) assim como na configura¢do onde Hmin/Hmax =
0.3eAMa=8.

Figura 4.15: Grafico das isolinhas da funcdo corrente para Reynolds igual a 100, configuragdo com
Himin/Hnax = 0.3 eMa=4

Figura 4.16: Gréficos das isolinhas da funcéo corrente para Reynolds igual a 400, configuragdo
comHpin/Hnax=0.3eMa=4

A influéncia dos dois parametros geométricos pode ser observada na Figura 4.17 (da
esquerda para a direita A/a = 4, 8 e 16 e de cima para baixo Hnyin/Hmax = 0.3, 0.5 e 0.7) para
Reynolds igual a 100, onde se nota que o0 aumento de um dos dois parametros diminui a zona

de recirculagéo.
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Figura 4.17: Variagdo do comportamento no canal de acordo com a variagdo dos parametros geométricos (da
esquerda para a direita A/a=4, 8 ¢ 16 e de cima para baixo H,i,/Hm.x = 0.3, 0.5 € 0.7)

Dado um campo de velocidade, o coeficiente de atrito € geralmente definido baseado
em uma forca de cisalhamento equivalente na dire¢cdo do escoamento por unidade de area
superficial. Segundo Kundu (2001) independentemente se este cisalhamento € devido as
forcas viscosas ou se € essencialmente uma forca de pressdo, como no caso trocadores de
calor com escoamento transversal, 0 comportamento do coeficiente de atrito serd 0 mesmo.

O fator de atrito com base na tensdo de cisalhamento é geralmente definido como:

f=—% (4.10)

Multiplicando-se pelo nimero de Reynolds, podemos determinar a relagcdo (Anexo D):
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2 NTV 2 2
y=y, = oy y=Y, oy y=Y,
(4.11)
NTV 2 2
D e R
= OX vy, dx ox |, Y=V2 OX

As Figuras 4.18, 4.19 e 4.20 mostram a variacao do fator de atrito ao longo do canal

para Reynolds igual a 25, 100 e 400 para a configuragdo onde Hpin/Hmax = 0.3 e AMa = 8.

e e L L A

0 2.5 5 7.5 10 12.5 15 17.5 20
X

Figura 4.18: Gréfico do fator de atrito ao longo do duto para Reynolds igual a 25 a configuracao
com Hpin/Hmax =03 e Ma= 38

Pode-se notar que no Figura 4.18 ndo existe valor onde o fator de atrito se anula, sendo
assim ndo existe quebra da camada limite e consequentemente nao existe recirculacao
conforme j& observado na Figura 4.10. Além disso, como foi considerada a condi¢do de saida
do canal como um perfil completamente desenvolvido, existe um aumento do fator de atrito

na saida do duto.
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Figura 4.19: Grafico do fator de atrito ao longo do duto para Reynolds igual a 100 a configuragéo
com Hpin/Hmax =03 e Ma= 8

Na Figura 4.19 o valor onde o fator de atrito se anula corresponde a quebra ou a
formacdo da camada limite. A magnitude dos valores do fator de atrito sdo menores dentro da
regido de quebra e formacdo da camada limite devido ao baixo gradiente de velocidade axial

negativo.
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0 2.5 5 7.5 10 12.5 15 17.5 20
X

Figura 4.20: Grafico do fator de atrito ao longo do duto para Reynolds igual a 400 a configuragéo
com Hyin/Hmax = 0.3 e Ma =8

Na Figura 4.20, alem dos pontos de quebra e formacdo da camada limite, pode-se
observar dois valores de maximo locais. A magnitude dos valores do fator de atrito sdo
menores dentro da regido de quebra e juncdo da camada limite devido ao baixo gradiente de
velocidade axial negativo.
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O valor de minimo local caracteristico observado proximo as raizes de cada mddulo
nas Figuras 4.19 e 4.20 correspondem a pontos de maior vorticidade, nestes pontos as
componentes de velocidade normais a parede sdo elevadas pelo escoamento inverso e a
camada limite é consequentemente reduzida, conduzindo a um valor maximo, em mddulo, de
vorticidade na parede no interior da regido de recirculacdo. Em cada médulo o maior valor
absoluto desses pontos encontra-se deslocado ligeiramente para a direita confirmando os
resultados das Figuras 4.11 e 4.12 onde a area de maior recirculacdo é deslocada a jusante do

escoamento.
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CAPITULO 5

CONCLUSOES E SUGESTOES

Os resultados obtidos no Capitulo 4 mostram a aplicabilidade da Técnica da
Transformada Integral Generalizada como uma ferramenta capaz de fornecer resultados
suficientemente aproximados em problemas de escoamento em canais bidimensionais com
paredes de geometria irregular envolvendo a solucdo das equacdes de Navier-Stokes
reproduzindo resultados em boa concordancia com os obtidos numericamente por Haitham et
al. (2005) e Ragmandia & Saha. (2012).

Observou-se que a solugdo das equacOes de Navier-Stokes na forma de funcdo
corrente com ambas as condices de entrada estudadas (perfil uniforme e perfil
completamente desenvolvido) gera perfis de velocidade u(x,y) diferentes principalmente na
parte inicial do escoamento (nos dois primeiros modulos), porém o perfil tende a possuir
somente uma forma a medida que a coordenada axial cresce.

Notou-se para 0s casos estudados a funcdo corrente converge mais lentamente na
entrada do canal, principalmente em x = 0. Além disso, a convergéncia da GITT depende do
quanto o escoamento gera de recirculacdo, ela € mais lenta nos casos onde existe maior
recirculacdo sendo mais lenta nos casos onde Hpyin/Hmax = 0.3, A/a = 8 € Hpin/Hmax = 0.3, Ma =
4 ambos para Reynolds igual a 400.

O fator de atrito calculado possui 0 mesmo comportamento da literatura, porém o seu
modulo ndo condiz com os valores apresentados pela literatura tanto numérico quanto
experimentalmente. A diferenca é provavelmente a ado¢do da equagdo do fator de atrito a
partir da tensdo na parede ao invés da pressao entre os modulos, o que, no presente trabalho,
ndo é apropriado devido a formulacdo em termo de funcéo corrente adotado na solucdo das
equacOes de Navier-Stokes.

Observou-se também uma grande influéncia dos parametros Aa e Hnmin/Hmax 0S quais,
para um numero de Reynolds fixo, diminuem a recirculacdo a medida que 0s mesmo séo
aumentados. A configuragdo mais com maior area de escoamento (A/a = 16 e Hpyin/Hmax = 0.7)
gera pouca recirculagédo em Re = 400. Considerando a configuracdo onde A/a = 4 e Hyin/Hmax
= 0.3 é possivel gerar vorticidade em numeros de Reynolds de baixo valor (Re = 25). O
aumento da razéo de altura resulta na diminui¢do do tamanho da recirculagéo devido a maior

area de escoamento. De forma similar, o aumento da razdo de comprimento resulta no
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decréscimo do tamanho da recirculacdo devido ao aumento da suavidade da funcdo que
descreve a parede.

Esse comportamento proporciona maior mistura do meio liquido e consequentemente
elevando a transferéncia de calor e massa no interior do canal e pode ser aproveitado em
microreatores tubulares em reagfes que necessitam de agitacdo para ocorrer como no caso da
transesterificacdo para producéo de biodiesel.

Uma dificuldade encontrada que impossibilitou a aplicacdo do método do presente
trabalhno em mais de uma geometria é a aparicdo de pontos de singularidade como, por
exemplo, no duto em forma de arco onde ndo existe valor da derivada na fronteira entre cada
maodulo.

A proxima etapa para um trabalho futuro seria a investigacdo do mesmo escoamento
em um canal tridimensional para investigar a recirculacdo tanto axial quanto transversal ao
escoamento e as condi¢Bes necessarias para 0 aparecimento dessas zonas. Além disso,
geometrias alternativas também podem ser estudadas.

Ainda se propde a inclusdo da equacdo da energia acoplada a equacdo da quantidade
de movimento a fim de se analisar 0 aumento transferéncia de calor devido ao aparecimento

de areas de recirculacdo em dutos de geometria irregular bidimensional e tridimensional.
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ANEXO A

TRANSFORMACAO INTEGRAL DO PROBLEMA E COEFICIENTES DO
SISTEMA DIFERENCIAL

Definindo:
_ (g, &g | off o9 o9
Ll[f,q]—ay[(3 > +6x8y2j ay(axzay+ay3j (A.1.8)
o'f o'f o'f
L,[fl=— [ax 6x26y2+ay4J (A.1.b)

A aplicacdo do filtro na equacéo geral (3.2) resulta em:

L.[¢, 1+ L[4, F1+ Li[F, o]+ Ly[F, F] = L,[¢]+ L,[F] (A.2)

Aplicando a transformacéo integral para cada termo da equacéo (A.2):

', 3 3 (A.3)
oo (3025 25

(&%, Y, O, Y, oy,
Ile'ay(ax 8x8y]y zzfyl'lay{ = Vit a3Y+3[ax x

j=1 k=1
2%y, avj o, 3%, &Y, }dy

o ox ) ox o K oxay?
= & v, OY,(8%, &%, (A.4)
:ZZWjWk'[_ Y, { + kzjdy+
=] no' oy ox®  oxdy

) AL 2
v Y ,3aY CATS Y
Wl oy (7 ox® - oy?

aY- oY, Ny " Y2 ﬁYj g
\If‘lfk 3Y oy ox y+ Wj\Vk_[_leiEYk y

J v, & 64’ A dy = > waZY- %W'-I-Y-awj TV, Ny, o OV 82Yk+
v oy ay3 o lox P Toax Jlox®P oy ox oxoy

oY, oY, d
8 8y Yy 8y3 y




N v. , OY;[ &%, 2%,
_ZZWjWkJ_lY (6X6y Y ]dy+

YzYa 8Yk

Wj\VkJ._yl X Ox aydy lei ox oy
3
le\VkJ.j,; YuYJ(aaYay GayY jdy+

A 2YY86';/dy+ Wy 2YY ay"dy
R e S ]
P2 oy Sy Ty (2,2
—i“’ljyz ! (ZXF ai;;]dy
g ettt zw— S

_ vy O°F O°F
Z ,[ (ax ay ayS]dy-i_

o°F O°F
dy
WJ.)& ! '[a 20y 8yJ
F(0 o |\ oF( &0 &%
I L[F¢]dy -[ Y{ay(ax 6xay] 8y[6x8y Wj}dy

) 83Y Py 0%Y, Oy
J'yzYi% 6(]3) dy _ij aF 2y, +Y, \Z‘ +3| — Viy
- oyl ox axay OX I ox ox® 0OX
av, azw LYo,
ox ox? ax oy? ’axay

Y2 %%dy.k
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(A5)

(A.6)

(A7)

(A.8)

(A.9)
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> 53Y Y, |oF
= z Vil Y
) Y1 6)( 6 6y ay
PN B
\Vj ' i 2 + 2 ﬁ dy + (All)
Y1 a ay ay
oY, - (Y2
|3y — 1y Ly oy
ax ay 4! 5’}/

oy, Y, &Y, Y,
J.yz YI% 2¢ _¢ dy ZJ- aF \IIJ \lj \lj
Y1 ay aX ay ay 8)( ay Ja ay | ay
. 2 5 Y asY oY, o%Y. (A.12)
=>f v, & dy+yi [ ¥, 2y
p=) -V 8X a ay ay

j YL[F 1y ‘I Y{@F(aSF aspzj_ﬁ( 52F +ifﬂdy (A.13)
oy\ox’ oxoy® ) ox\ox‘oy oy

y2 1 pv2 oO'F _O'F OF
J:yl Y|L2[F]dy = %J‘—)ﬁ YI |:( 6X4 + axzayz + ay4 ]i| dy

(A.14)
1 ve o'F o'F
=) Vil ad e ||
Re =Y GX aX ay
4
oy*
y2 84(1) a (I) a (I)

" 1 y A.15
[ v Loy =— [ .Hax‘t Xy ay v o
yzY a¢dy z [I dy+4j de+

Y1 =1

4f” —w,dy+YW"V)]
A.16
X Y2 a J a ) ( )
=Z Vil Y dy+4\|l, dy+
1 '
oY 5
y i dy+4 J‘ i dyJ—l— N\V(IV)
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) o'y, oY, _oy; %, %Y,

[y, o2 o' cdy=["2v | S0 ty y
' oxoy? % ox* oy ax oxoy® ! ox? 8y

Z aY’ ~dy +4 Y oY Y ~dy +2 J. andyj (A1)

= v, v,
X0y’ : ' oxoy? oy

y2 84(1) y2 2 64Yj 4
fflei ydw[yﬂi(; Y v; |dy = pi Ny, (A.18)

Deixando em evidéncia o diferencial de 4 ordem e reordenando de maneira

conveniente, tem-se:

N N =5 | e ! ! (A.17)
o o o 1& — . _ _
¢¢ ijk ¢¢ ¢j¢kGljk}+NZl{¢jHlj+¢]llj+¢]JIJ+¢1KI1}
=
Onde
2, OY, ., 0Y; & . oY, &
_J-yY 8Y3d+J-y Yi_JaYkzdy_J-y Yi_Jazkay
oy OX i oy Oxoy i OX OX°“oy A 18
J_ 8Y agY ( * )
8 Y aY, 2y , O 2
—3j ek £k Y oY, Edy-2[" Y, 1 Oy (A.19)
8y Ox oy oy n ' ox oxdy
., 0Y; oY, , . OY. oY
Cye =3[ Y, 2 M [ i Y (A.20)
oy X v OX oy
Y2 8YJ
Dy = _ YiEkay (A.21)
3y 3
__jyz Y)Y, 0¥ dy— [ Yina—tkdy (A.22)
Y1 X ay ! ay
——ZIyz Y, (A.23)
Y2 Y,
_J' ylYiYJEkdy (A.24)

H; = Rea; —b; (A.25)



I; =Rec; —d;
Jj=Ree; - T,
Kij = Regij _hij
L, =Rei, -}
_ ey, OV O°F I o oF [ oY, &°F [ ﬁ@dy
"y oy ox® v ' oy oxoy? v ' ox ox2oy v ' ox oy
%Y, oF %Y, oF v, 0°Y, oF ., 0°Y, oF
Y2 Y2 2 2
_ Yi 3]_ j_ [ 2J _dy_J‘_ i 2J ~ _J‘ Y, SJ_
w0y ox i OX“oy oy no OX“oy ox oy® oX
4 4
Y2 Yj Y2 0 Yj
=Yg Vg dy
_J‘yzYY aFd—yzYYﬁd BJ‘)’zYI Jﬁdy
1] -V 1 JaXZay - I JayS -y 6 2 ay
, . 0%, , . 0%,
’ Yi 21% - J.y i J§d
u ooy 1 OXOy OX
. , O,
d; =4[’ Y, 4jy Y, —Ldy
-1 ay
., OY, ., Y,
e, —3jy Y.—§dy—'[y .—ﬁdy
oX oy oy ox
Y2 a de_ Y2 aZY
X’ ay
Y2 8F
0= 7y1Yin@dy
a
h, _4j de
=[x OFOF OF OF OF OF OFOF),
ol oy ox® oy oxoy? ox oxloy  ox oy°

4 4
=", OF 5 OF g
T et T axoy?
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(A.26)
(A27)
(A.28)
(A.29)

(A.30)

(A31)

(A.32)

(A.33)

(A.34)

(A.35)

(A.36)

(A.37)

(A.38)

(A.39)
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Considerando-se o perfil de entrada uniforme, as condi¢cdes de contorno do duto

truncado em x = 0 sdo:

u=lev=0 (A.40.a,b)

Ou em termos de fungdo corrente:

A4l
W _1. v _, ( a,b)
oy OX

Assim, em termos da variavel &;

J' e = J~ (A.42.a,b)
Hmm aé Hm|n
oy (A.43.a,b)
K, an e —=0
V=R 2 OX
Emx=0:
_ Y., 2 s (A.44.9)
NPT
oy oF (A.44.b)
oX OX
Aplicando a transformagéo integral em A.44.b:
NTV aY — a(b
L, +Y; A.45
LR YRERE (i)
0 V| aY, 99,(0 (A.46)
% =Z{—' 5.0)+v,(0.) 2 )}
oxX x=0 i=1 OX x=0
% Z Y, (0,y) == a¢ (O) =0 (A47)
OX x=0




NTV

08,(0) [ . )
2 7] Y,0.)Yi0.y)dy | =0

i=1

00,0 _,
OX

Aplicando a transformagéo integral em (A.44.a):

y 2 5
0,y)=-2
¢(0,y) > y

min

NTV
Yy 3

_ 2
;\G(O,y)¢i(0)=—2+H2 y

min

Z{& O | Yi(o,y)YKo,y)dy} | [—§+ = ijwo,y)dy

min

N(0)d, (0) = j (—L%y"’)%(&y)dy

-1 2 min

Mudando a variavel para &:

Hin & (0) =, j [_ Yo (20)5 N ZV;ff)é ]Yi (&)de
— H . r s
¢,(0) =1 | (£°-&)Y,(8)de

8

-1
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(A.48)

(A.49)

(A.50)

(A.51)

(A52)

(A53)

(A.54)

(A.55)
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ANEXO B

COEFICIENTES DO SISTEMA APOS A MUDANCA DE VARIAVEL

Considerando:

o I T (B.1ab,c)
Yo(X) Yo(X) Yo (X)
E=yp—qQ (B.2)
Assim:

"E (B.3)
ox" =EWiny =Sty

onde:

Wi =Y, (00p™ & S, =ys(x)p™ —q™ (B.4.a,b)

Desta forma, qualquer derivada de uma autofuncdo em relacdo a x podera ser

representada facilmente como uma derivada em &, ao se aplicar a regra da cadeia. As

derivadas da autofuncdo em relacéo a y sé@o calculadas mais facilmente como:

oy, _ay, Kg] (B.5)
oy" og" \oy
Como % =p
oy
Y, _a"Y, (B.6)

o e
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Os coeficientes do Anexo A, foram entdo calculados fornecendo as expressoes (B.1-6)

ao software Mathematica®, com o qual se gerou a seguinte representacdo para os coeficientes:

Coeficientes “Tridimensionais’;

Ay = AL(X)AL, +A2(X)A2,, + A3(X)A3,, + Ad(X)Ady, +A5(X)AS,,

AL(X) =2(W'W"-W"®);  A2(x)=W"-W'W":
A3(x) =2(W"S'+W'S'-2W"SY;
A4(Xx)=S"-W"S;  A5(x)=2(S'S"+pp'-W'S"?)

By, = BL(X)BL,, +B2(X)B2,, + B3(X)B3,, +B4(x)B4,, + B5(X)BS5,,

Bl(x) = W'Z; B2(x) =3W"— 2W'2; B3(x) =2W'S’
B4(x) =3S"-2W'S";  B5(x) =p*-S"

Blijk = Alijk; Bzijk = A2ijk; B‘?’ijk = A3ijk;

B4ijk = A4ijk; BSijk = A5ijk
Cijk = Cl(X)Clijk + C2(X)C2ijk
Cl(x)=2W'" C2(x)=2S'

Clijk = A2ijk; Czijk = A4ijk
1 .

Dijk = J._lYinkaé
Eijk = El(X)Elijk + E2(X)E2ijk + E3(X)E3ijk + E4(X)E4ijk +

E5(X)E5ijk + E6(X)E6ijk
El(x) = —2W'2; E2(x) =—2W'S"; E3(x)=—(W"+ 2W'2)
E4(x) = —(p2 +S'2); E5(x) =—(2W'S'+S"); E6(x)=-W"
Elijk = A6ijk; E2ijk = A7ijk; E3ijk = A8ijk;
E4ijk :Agijk; E5ijk :Aloijk; E6ijk :Allijk
Fi = FIO)FL;, + F2(x)F2;, + F3(X)F3;,
FI(x) =—2W" F2(x)=-2S"; F3(x)=-2W"'
Flijk = A8ijk; F2ijk = A]‘Oijk; F3ijk = Allijk

Fijk = Allijk

(B.7)

(B.8.a-e)

(B.9)

(B.10.a-€)

(B.11.a-e)

(B.12)
(B.13.a,b)
(B.14.a,b)

(B.15)

(B.16)

(B.17.a-f)

(B.18.a-1)

(B.19)
(B.20.a-c)
(B.21.a-c)

(B.22)



Onde as integrais:

1 2 o
AL, = [ €Y, Y)Y,de

1 "
A2ijk = J:ngi Yijd(tD

1 W
A3, = [ Y, YY,de

1 o
A4y = Y YY.de

1 .
ASy = [ Y, Y)Y,de

1 2
A6, = [ E7Y, Y, Y dg

1
ATy = [ &Y, Y, Y de

1 "
A8ijk = J._ngi Yj Y, dg

1 "
A9y = JllYi Y; Y, dg

1 "

AL0, =[ Y, Y, Y.dg

1 .
ALLy = [ Y, Y, Y dg

Podem ser avaliadas analiticamente no software Mathematica®.
Coeficientes “Bidimensionais”:

a; =al(x)al; +a2(x)az; +a3(x)a3; +ad(x)a4; +ad(x)as; +
ab(x)a6, +a7(x)a7; +a 8(x)a8; +ad(x)a9;

al(x) = 2(fqw *—fqW'W™);

a2(x) = 4fqW 2 S'— 2fqW "S'— 2fqW'S™;

a3(x) = 4fqW °— 2fqW "~ 2fqW "W ™

a4(x) = 2fq(W'W"-S'S"—pp'-W "+ W'S");
a5(x) = fq(8W 2 S'+S"— 4W'S"— 2W"S);

a6(x) = 2fq(W'S"= W"S"— 2W 2 S);

a7(x) = 2fq(W "= W' W "= 25"S'— 2pp '+ 2W'S"?);
a8(x) = 2fq(pp'-S'S"-W'S");

a9(x) = 2fq(S"-W"S)
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(B.23.a-))

(B.24)

(B.25.a-i)
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Onde fq= %Q

by, = b1(x)bl; +b2(x)b2; +b3(X)b3; +ba(x)b4; +b5(x)b5; +b6(x)b6; +
b7(x)b7; +b8(x)b8; +b9(x)b9; +b10(x)b10; +bl1(x)bll; +bl2(x)bl2; + (B.26)
b13(x)b13; +b14(x)bl4,

bI(x) = (W'w))*/p;  b2(x)=6W?W"/p;  b3(x)=4W=S'y] /p;
ba(x) =12W'W"SYp+6W'2S"/ p;  b5(X) =4W'W"/ p+3W "/ p;
b6(x) =6W™2S? " /p+2pW "2 1}

b7(x) = 6W"S"?/p+12W'S'S"/ p+2pW "+8p'W

b8(X) = 4W'S"/ p+4W"S/p+6W"S"/ p;  b9(x) =W™ /p;
b10(x)=4W'S* " /p+4p'S'w));  bll(x)=6S?S"+2pS"+8p'S"
b12(x) =4S'S"/p+3S"/p+4p"+4p'W"  b13(x)=S™ /p;
bl4(x)=S'y] /p+2pS'y;

(B.26.a-m)

bl, =al2;; b2;=al3; b3, =a3; b4, =al5;; b5, =a4;

ij?

b6; =a6;; b7, =alb;; b8y =ab; b9y =ar;; bl =all;; (B.27.a-m)

ij
bll; =al7;; bl2;=all; bl3;, =a8;; bld, =a8,
C;j = CL(X)cl; +c2(x)c2; +c3(X)c3;; +ca(x)cd; +c5(x)c5; +c6(x)ch; +

B.2
C7(x)c7;; +c8(x)c8; +c9(x)c9; +cl0(x)cl0; +cl1(x)cl; +cl2(x)cl2; (B.28)

cl(x) =—fqW™?;  c2(x) =-2fqW'S";  ¢3(x) =fq(2W"*-3W");

c4(x) = fq(W'?=S"?—p?);  ¢5(x) =fq(2W'S'-3S");

c6(x) =fq(BW"-6W™); c7(x) =2fqW'S";  c8(x) = 4fq(3W " 2W ?); (B.29.a-l)
co(x) =fq(2S"—8W'S"); c10(x)=fq(S?+p”); cli(x)=fq(35"—2W'S");

c12(x) = fq(2p® —2S*-W")

cl; =al;; c2;=az; c3y =a3

ij ij? i C4ijk = a4ij; C5ijk = a5ij;

cll; =a8;; cl12;=a9;

d; = d1(x)dL; +d2(x)d2; +d3(x)d3; +d4(x)d4; +d5(x)d5; +d6(x)d6; +

d7(x)d7; +d8(x)d8; +d9(x)d9; (B.31)



di(x) =4W*/p; d2(x)=12W">S"p; d3(x)=12W'W"/p;
d4(x) =12W'S?/p+4p"  d5(x) =12W"S" p+12W'S" p:

d6(x) = 4W™/p;  d7(x)=4S°/p+4pS;  d8(x)=125'S"/ p+8p":
d9(x) = 45"/ p

dl; =al3; d2;=al5; d3; =a4;; d4, =al6;; d5, =ab;

j?

d6; =a7;; d7;=al7;; d8, =all; d9; =a8g,

e; = el(x)el; +e2(x)e2; +e3(x)e3; +ed(x)ed;

el(x) =-2fqW"; e2(x)=-2fqS"; e3(x) =—€l(x); ed(x)=—e2(X)
el; =a3;; e2;=ad5;; e3; =ar;; ed, =ag;

f; = FLO)FL, +F2(x)F 2, +F3(X)F 3; +F4(x)f 4, +F5(X)f5;

f1(x)=6W"?/p; f2(x)=12W'S/p; 3(x)=6W"/p;
f4(x)=6S"/p+2p;, f5(x)=6S"p

fl, =ad;; f2,=a6;; f3, =a7; f4, =al0;; {5 =ag,
h; = h1(x)h1; +h2(x)h2;

hl(x) =4W", h2(x) =4S’

hi, =a7,; h2,=a8,

Onde as integrais:
1 "
al, = | &Y, Yde
1 f
a2ij = J._lée)Yi deé
1 .
a3, = [ &Y, Yyde
1 "
a4, =[ €, Yjde
1 .
as, = [ £7Y, Yide
1 f
a6, = [ &Y, Y;de
1 '
a7, =[ &Y, Yde
a'8;=N,

1 .
a8, = [ Y, Yjde
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(B.32.a-i)

(B.33.a-1)

(B.34)
(B.35.a-d)
(B.36.a-d)

(B.37)

(B.38.a-¢)

(B.39.a-¢)

(B.40)
(B.40.a,b)
(B.41.a,b)

(B.42.a-i)



1
a9, =[ &Y, Y, d¢
1
alo, = [ &Y, Y, de
1 "
al1, = [ Y, Yde
1
al2, = [ &'y, v de
1 3
al3; = Lg Y, Y dg
1
ald, = [ €'Y, Y de
1 2
als, = [ £7Y, Y/de
1 "
ale, = [ &Y, Y/de

1
al7, =Y, Y/de
sdo calculadas analiticamente

Coeficientes “Unidimensionais”:
FI. = FIL(X)FIL, + FI2(X)FI2, + FI3(X)FI3, + FI4(x)F14, +
FI5(X)FI5. + FI6(x)FI6,
FIL(x) = fg? (W "+ 3W'W "= 4W *);
FI2(x) =fg (S"+3W"S"+4W'S"-8W*S');
FI3(x) = fg? (4S'S"+4pp'—4W'S"” - 2W ' W "+ 4W * - 2W ");
FI4(x) =fq® (BW? S'—4W'S"- AW "S'- 25" );
FI5(x) = fg® (W"—W'W"-4S'S"- 4pp'+ 4W'S" )
FI6(x) =fg*(S"-W"S")
FJ, = FIL(X)FJ1, + FI2(X)FJ2, + FI3(X)FJ3, + FI4(x)FJ4,
FIi(x) =fq/ p(W“V’ +8W'W"+6W *+12W ? W");
FI2(x) =g/ p(S™ +8W'S"+8W"S'+12W"S"+ 24W' W "S'+12W * S");
FI3(x) =fq/ p(W“V> —8S'S"-6S"*~12pp"—24pp' W '-12W"S"* — 24WS'S");
FJ4(x) =fq/p(S™ ~128" " 4p’S"~16pp'S");
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(B.42.i-r)

(B.43)

(B.43.a-f)

(B.44)

(B.45.a-d)



FIL =FI3,
FJ2, =Fl4,
FJ3 = FI3
FJ4, = Fl4,

onde:

FIL = [ €Y, dg
FI2, = [ &Y, dg
FI3, = [ °Y, dg

FI4, = [ g2v,de

FI, = [ £, d

FI6, = [ Y, de

Para os coeficientes das condi¢des de contorno:

CM, =fq[CM1(x)CM, +CM2(x)CM2; + CM3(x)CM3, +CM4(x)CM4, |

CM1(x) :—[ﬂj ;  CM2(x) :—(S—j ;

p out p out
CM3(x) :(ﬂj ;. CMA4(x) :(2]

p out p out

CML =FI3,
CM2, =Fl4,
CM3, =FI5,
CM4, =FI6,

CN, = CN1(x)CNL + CN2(x)CN2,

CN1(x) =—CM1(x); CN2(x) =—-CM2(x)
CML, =a7,

CM2; =a9;

CO, = fq[COL(X)COL, + CO2(x)CO2, + CO3(X)CO3, + CO4(X)CO4,]
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(B.46.a-d)

(B.47.a-f)

(B.48)

(B.49.a-d)

(B.50.a-d)

(B.51)
(B.52.3,b)

(B.53.a,b)

(B.54)
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COL(x) =~ [ (W"+6W'W"+2W°)/p] ;

out
C02(x)=—[(S'"+6W'S"+6W"S'+6W'ZS')/p} ;
. (B.55.a-d)
coz(x)z[(w —63'5"—6W'S'—6pp')/p]

out

CO4(xX) = [(s"'— 25°-2p%S')/ p]

out
coL =FI3,
CO2, =Fl4,
CO3, =FI5,
CO4, =FI6,

(B.56.a-d)

CP, = CP1(x)CPY, + CP2(x)CP2, + CP3(x)CP3, + CP4(x)CP4, + CP5(x)CP5, +
CP6(x)CP6, + CP7(x)CP7. +CP8(x)CP8. + CP9(x)CP9,

CPl(x)z(V\;'S] : CP2(x):[3WIZS'J X CP3(x)=(3W‘;W"j :

1012 ] net on
CF,4()():(3W Sp+ppj 3W S+3wsj ;
out

(B.57)

;  CP5(x) = —( .

out

(B.58.a-i)

3

CP6(x):(M) ; CP7(x):(S—'+pS'J ;
p out p out

35'S" S™

+2p'j ; CP9(x):{—j ;
out p out

CP8(x) = —[

CPL, =al3,

CP2, = al5,

CP3, =a4,

CP4, = al6,

CPS5, = a6, (B.60.a-)
CP6, = a7,

CP7,=al7,

CP8, =all,

CPY, = a9,

CQ. =CQL(x)CAQ1L, +CQ2(x)CQ2; + CQ3(X)CQ3, + CQ4(x)CQ4, + CQ5(x)CQ5, (B.61)

CQ1(x):(3Vg'2J ; cqz(x){%j ; CQs(x){%j ;

CQ4(x)=(%+pj ; CQS(x)z—(%]

(B.62.a-e)



CQL, =a4,
CQ2; =ab;
CQg3; =a7,
CQ4; =all;
CQ5; =a9;

CR, =(2C0,)

out
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(B.63.a-e)

(B.64)
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ANEXO C

ESCOAMENTO COMPLETAMENTE DESENVOLVIDO ENTRE PLACAS
PARALELAS

Considera-se um duto de placas paralelas, tal como o esquematizado na figura C1.
Quando o escoamento torna-se completamente desenvolvido, a velocidade transversal € nula,

e as equacdes de Navier-Stokes entao se reduzem a:

2 Cl

dy dx
Com as condicBes de contorno:

u(=b)=0 ; u(b)=0 (C.2)

Figura C.1: Escoamento totalmente desenvolvido em um canal de placas planas

A solucdo de (C.1) fornece a componente longitudinal da velocidade no escoamento

desenvolvido:

Ue Kb2 |:1_(X)2:| (C3)
2 b

Considerando que a vazdo por unidade de comprimento no canal é Q:

Q= fb udy (C.49)
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Integrando-se esta Ultima expressdo, resulta que:

_kpT_3Q

2 4b (€3)

Logo o perfil da componente de velocidade u pode ser expresso em fungéo de Q:

_3Q[, (¥)
u_4b[1 (b” (C.6)

Da definigéo de funcdo corrente:

oy
u=—- ,
2y (C7)
Logo,
v y
J dv =] udy (C.8)

onde k1 é um valor arbitrario de y(-b).
Integrando-se a equacdo substituindo o perfil (C.6) em (C.7) e integrando-se, obtém-

S€:

i R GIEE

O valor da funcéo corrente na parede superior, isto é, em y = b, é dado por:

y(b) =Q+k, (C.10)
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ANEXO D
CALCULO DO FATOR DE ATRITO BASEADO NAS FORCAS VISCOSAS

Definindo:

f=— (D.1)

multiplicando-se pelo nimero de Reynolds:

T uH =t H
f Re — V\12 p av — W (D_Z)
pu, U uu,,

onde t,, é atensdo na parede dada por:

] __i(au*Jrav*] 03
Up \OY X |,
Assim, ja em termos adimensionais:
fRe:—La—u+@] (D.4)
oy OX yy2
ou em termos de funcdo corrente:
Oy 'y
fRe=—| ——+——
y=y2
Aplicando o filtro yw(X,y) =¢(X,y)+F(X,y):
2 NTV 2 2
tre=-| ZF Sy, 2| 2F
oy y=y, =t oy y=Y2 oy Y=y
(D.6)
NTV 2 2
_Z W|6Y2| +2%% +Yi|_ _a \Zi
=) x|, dx ox |, Y= OX
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